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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Wechselwirkende Spins:

Betrachten Sie zwei wechselwirkende Spin- 1
2 -Teilchen (i = 1, 2) mit folgendem Hamilton-Operator

H =
4

h̄2 (Jx Sx,1Sx,2 + Jy Sy,1Sy,2 + Jz Sz,1Sz,2) (1)

wobei Jx, Jy, und Jz reelle Parameter sind, die die Wechselwirkung zwischen den Spins beschreiben.

(a) (2 Punkte) Schreiben Sie den Hamiltonoperator als 4x4 Matrix in den vier Basiszuständen
|+, +〉, |+,−〉, |−, +〉, und |−,−〉, die die gemeinsamen Eigenzustände von Sz,1 und Sz,2

bezeichnen.

(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Energieeigenwerte des Hamilton-Operators.

Aufgabe 2 (9 Punkte)
Dreiatomiges Molekül:
Betrachten Sie ein Elektron eines linearen, dreiatomigen Moleküls, welches aus Atomen A, B
und C besteht. Die zugehörigen drei orthonormalen atomaren Elektronenzustände seien |φA〉,
|φB〉 und |φC〉. Der Hamiltonoperator H = H0 + W bestehe aus dem Anteil H0 mit den
Eigenzuständen |φA〉, |φB〉 und |φC〉 und Eigenwerten EA = EC = 0 und EB = ε > 0, sowie
einem Hüpfterm W mit

W |φA〉 = −τ |φB〉, W |φB〉 = −τ |φA〉 − τ |φC〉, W |φC〉 = −τ |φB〉, (2)

wobei τ ein reeller positiver Hüpfparameter ist.

(a) (3 Punkte) Berechnen Sie die Energien und stationären Zustände von H .

(b) (4 Punkte) Eine Observable P (die ein Maß für die elektrische Polarisation des Moleküls
ist) habe die Eigenzustände |φA〉, |φB〉 und |φC〉 mit entsprechenden Eigenwerten PA = −d,
PB = 0 und PC = d. Zur Zeit t = 0 werde die Observable P gemessen, das Resultat der
Messung sei 0. Zur Zeit t > 0 werde eine zweite Messung an P durchgeführt. Welche Werte
können mit welchen Wahrscheinlichkeiten gemessen werden?

(c) (2 Punkte) Berechnen Sie die Korrekturen zu den Eigenwerten in erster Ordnung Störungs-
theorie, wenn ein zusätzlicher Term W ′ im Hamiltonoperator mit

W ′|φA〉 = −τ ′|φC〉, W ′|φC〉 = −τ ′|φA〉, (3)

wobei τ ′ > 0 und reell, betrachtet wird.



Aufgabe 3 (6 Punkte)
Clebsch-Gordan-Koeffizienten:
Betrachten Sie zwei Teilchen mit Drehimpulsen j1 = 3/2 und j2 = 1/2 und entsprechenden

Drehimpulsoperatoren ~J1 und ~J2. Der Gesamtdrehimpuls sei ~J = ~J1 + ~J2. Drücken Sie die
Eigenzustände |J, M〉 von ~J2 and Jz für

(a) (2 Punkte) |J, M〉 = |2, 1〉,

(b) (2 Punkt3) |J, M〉 = |2, 0〉,

(c) (2 Punkte) |J, M〉 = |1, 1〉

durch die Zustände |j1, j2; m1, m2〉 ≡ |j1, m1〉⊗|j2, m2〉 aus, d.h. berechnen Sie die entsprechen-
den Clebsch-Gordan-Koeffizienten.
Hinweis: Folgende Formel ist hilfreich: J−|j, m〉 = h̄

√

j(j + 1) − m(m − 1)|j, m − 1〉.

Aufgabe 4 (5 Punkte)
Dirac-Gleichung:

Betrachten Sie den Dirac-Hamiltonoperator für freie Teilchen H = c(~α · ~p) + βmc2, mit den
Dirac-Matrizen

αi =

(

0 σi

σi 0

)

, β =

(

1 0
0 −1

)

. (4)

(a) (3 Punkte) Für die Zitterbewegung eines freien Dirac-Teilchens mit Impuls ~p = p~ex sind
Mischungen Ψ(x, t) = A{u(x, t) − ρ · v(x, t)} zwischen Impulseigenzuständen mit positiver
und negativer Energie
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interessant, wobei A eine geeignete Normierungskonstante, E =
√

m2c4 + p2c2, und ρ ein
Mischparameter ist. Bestimmen Sie ρ so, dass die vierte Komponente von Ψ(x, t) bei
t = 0 verschwindet. Berechnen Sie damit den Erwartungswert der Teilchenstromdichte,
jx(t) = Ψ†(x, t)cαxΨ(x, t). Geben Sie die Frequenz der zeitlichen Oszillation an.

(b) (2 Punkte) Die Zeitentwicklung eines Operators O im Heisenbergbild wird durch die
Gleichung ih̄dO(t)/dt = [O(t), H ] bestimmt. Berechnen Sie d~p(t)/dt und ~v(t) ≡ d~r(t)/dt
im Heisenbergbild, wobei ~p und ~r der Impuls- und der Ortsoperator sind.

Aufgabe 5 (6 Punkte)
Zweite Quantisierung:

Es seien im folgenden ai Vernichtungsoperatoren und a†
i Erzeugungsoperatoren im Formalismus

der zweiten Quantisierung.

(a) (3 Punkte) Bestimmen Sie für nichtwechselwirkende Bosonen, die durch den Hamilton-

operator H =
∑

i εia
†
iai beschrieben werden, die Bewegungsgleichungen für die Erzeuger

und Vernichter in der Heisenberg-Darstellung, ai(t) = eiHt/h̄aie
−iHt/h̄, a†

i (t) = [ai(t)]
†,

und geben Sie die Lösung der Bewegungsgleichung an. [Hinweis: [ai, a
†
j ] = δij ].

(b) (3 Punkte) Zeigen Sie am Beispiel von Fermionen, dass der Teilchenzahloperator N̂ =
∑

i a†
iai mit dem Hamiltonoperator H =

∑

ij εija
†
iaj + 1

2

∑

ijkl vijkla
†
ia

†
jalak vertauscht.

[Hinweis: Verwenden Sie die Antivertauschungsrelationen für die a†
i und ai.]


