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Aufgabe 1 4 Punkte

(a)

|+, +〉 =
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0
0
0









|+,−〉 =
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0
0









|−, +〉 =
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0
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0









|−,−〉 =
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0
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(1)

und

H = (Jx σx,1σx,2 + Jy σy,1σy,2 + Jz σz,1σz,2) . (2)

Wir verwenden

σx,1 =









0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0









, σx,2 =









0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0









, σx,1σx,2 =









0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0









, (3)

σy,1 =









0 0 −i 0
0 0 0 −i
i 0 0 0
0 i 0 0









, σy,2 =









0 −i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0









, σy,1σy,2 =









0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0









, (4)

σz,1 =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1









σz,2 =









1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1









, σz,1σz,2 =









1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1









. (5)

Bis hierher gibt es 1 Punkt
Wir erhalten

H =









Jz 0 0 Jx − Jy

0 −Jz Jx + Jy 0
0 Jx + Jy −Jz 0

Jx − Jy 0 0 Jz









1 Punkt

(b)

Die Matrix H faktorisiert in zwei 2x2 Untermatrizen, und die Eigenwerte ergeben sich direkt durch die Bedin-
gungen Bedingung (Jz − E)2 = (Jx − Jy)2 und (Jz + E)2 = (Jx + Jy)2. Die Eigenwerte sind

E1,2 = ±(Jx + Jy) − Jz , E3,4 = ±(Jx − Jy) + Jz 2 Punkte



Aufgabe 2 9 Punkte

(a)

Wir haben

H =





0 −τ 0
−τ ε −τ
0 −τ 0



 (6)

mit den Eigenwerten und Eigenvektoren

E+ = (ε +
√

ε2 + 8τ2)/2, |+〉 =
1

√

2τ2 + E2
+





τ
−E+

τ



 1 Punkt

0, |0〉 =
1√
2





1
0
−1



 1 Punkt

E− = (ε −
√

ε2 + 8τ2)/2, |−〉 =
1

√

2τ2 + E2
−





τ
−E−

τ



 1 Punkt

(Eigenvektoren bis auf Phasenfaktoren).

(b)

Wir verwenden durchgängig zur Vereinfachung

E+ − E− =
√

ε2 + 8τ2, E+E− = −2τ2, 2τ2 + E2
± = ±E±(E+ − E−). (7)

Durch die Messung zur Zeit t = 0 von D = 0 wird das Elektron in den Eigenzustand |ΦB〉 von D,

|ΦB〉 =
1

E+ − E−

(

√

2τ2 + E2
−|−〉 −

√

2τ2 + E2
+|+〉

)

=

√

−E−|−〉 −
√

E+|+〉
√

E+ − E−

1 Punkt

gebracht, von wo es sich weiterentwickelt. Zu späteren Zeiten ist die Lösung |Ψ(t)〉

|Ψ(t)〉 =
e−

i

2~
εt

√

E+ − E−

(

√

−E− |−〉e i

2~
(E+−E

−
)t −

√

E+ |+〉e− i

2~
(E+−E

−
)t
)

(8)

=
e−

i

2~
εt

E+ − E−

{(

τ |ΦA〉 − E−|ΦB〉 + τ |ΦC〉
)

e
i

2~
(E+−E

−
)t −

(

τ |ΦA〉 − E+|ΦB〉 + τ |ΦC〉
)

e−
i

2~
(E+−E

−
)t
}

=
e−

i

2~
εt

E+ − E−

(2iτ |ΦA〉 sin((E+ − E−)t/2~) − iε|ΦB〉 sin((E+ − E−)t/2~)

+(E+ − E−)|ΦB〉 cos((E+ − E−)t/2~) + 2iτ |ΦC〉 sin((E+ − E−)t/2~)) (9)

Es können also folgende Werte mit folgenden Wahrscheinlichkeiten gemessen werden:

D = −d mit Wahrscheinlichkeit
4τ2

ε2 + 8τ2
sin2(

√

ε2 + 8τ2t/2~) 1 Punkt

D = 0 mit Wahrscheinlichkeit cos2(
√

ε2 + 8τ2t/2~) +
ε2

ε2 + 8τ2
sin2(

√

ε2 + 8τ2t/2~) 1 Punkt

D = d mit Wahrscheinlichkeit
4τ2

ε2 + 8τ2
sin2(

√

ε2 + 8τ2t/2~). 1 Punkt

2



(c)

Es ist

W ′ =





0 0 −τ ′

0 0 0
−τ ′ 0 0



 . (10)

Die Korrekturen zu den Eigenwerten ergeben sich aus

δE± = 〈±|W ′|±〉 = − 1

E+ − E−

(

2

±E±

)

τ2τ ′ = − |E∓|
2τ2

√
ε2 + 8τ2

τ ′ = −|ε ±
√

ε2 + 8τ2|
4τ2

√
ε2 + 8τ2

τ ′ 1 Punkt

und

δE0 = 〈0|W ′|0〉 = τ ′ 1 Punkt
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Aufgabe 3 6 Punkte

(a)

Wir starten mit dem Zustand

|2, 2〉 = |3
2
,
1

2
;
3

2
,
1

2
〉, (11)

und wenden darauf J− an:

J−|2, 2〉 = 2~|2, 1〉 =
√

3~|3
2
,
1

2
;
1

2
,
1

2
〉 + ~|3

2
,
1

2
;
3

2
,−1

2
〉 (12)

oder

|2, 1〉 =
1

2

√
3|3

2
,
1

2
;
1

2
,
1

2
〉 +

1

2
|3
2
,
1

2
;
3

2
,−1

2
〉. 2 Punkte

(b)

Wir wenden wieder J− an,

J−|2, 1〉 =
√

6~|2, 0〉 =
√

3~|3
2
,
1

2
;−1

2
,
1

2
〉 +

1

2

√
3~|3

2
,
1

2
;
1

2
,−1

2
〉 +

1

2

√
3~|3

2
,
1

2
;
1

2
,−1

2
〉 (13)

oder

|2, 0〉 =
1

2

√
2~|3

2
,
1

2
;−1

2
,
1

2
〉 +

1

2

√
2~|3

2
,
1

2
;
1

2
,−1

2
〉. 2 Punkte

(c)

Als nächstes brauchen wir den Eigenvektor |1, 1〉, der zu |2, 1〉 orthogonal sein muss. Wir schreiben

|1, 1〉 = α|3
2
,
1

2
;
3

2
,−1

2
〉 + β|3

2
,
1

2
;
1

2
,
1

2
〉 (14)

und fordern

1

2
α +

1

2

√
3β = 0 (15)

was mit α2 + β2 = α2 + α2

3 = 1 auf

|1, 1〉 =
1

2

√
3|3

2
,
1

2
;
3

2
,−1

2
〉 − 1

2
|3
2
,
1

2
;
1

2
,
1

2
〉 2 Punkte

führt (bis auf ein Gesamtvorzeichen, das noch beliebig gewählt werden kann).
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Aufgabe 4 5 Punkte

(a)

Wir haben

Ψ(x, 0) = A

















1
0
0
cp

E+mc2









− ρ









cp
−E−mc2

0
0
1

















e
i

~
px

√

2mc2

E+mc2

(16)

und somit ist die Bedingung des Verschwindens der vierten Komponente

ρ =
cp

E + mc2
1 Punkt

Damit ergibt sich

Ψ(x, t) = A









(E + mc2)e−
i

~
Et + c2p2

E+mc2 e
i

~
Et

0
0

cp (e−
i

~
Et − e

i

~
Et)









e
i

~
px

√
2mc2

√
E + mc2

(17)

Mit

αx =









0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0









(18)

erhalten wir für die Stromdichte

jx(t) = Ψ†(x, t)cαxΨ(x, t) =
|A|2

2mc(E + mc2)
2Re

[(

(E + mc2)e
i

~
Et +

c2p2

E + mc2
e−

i

~
Et

)

(

cp (e−
i

~
Et − e

i

~
Et)

)

]

(19)

was wir ausmultiplizieren können zu

jx(t) =
|A|2
mc

[

cp

(

1 − c2p2

(E + mc2)2

)

− cp

(

1 − c2p2

(E + mc2)2

)

cos(2Et/~)

]

(20)

und zusammengefasst

jx(t) = |A|2 p

m
·
(

1 − c2p2

(E + mc2)2

)

· 2 sin2(Et/~), 2 Punkte

wobei ω = E/~ die Frequenz ist.

(b)

i~
d~p

dt
= [~p(t), H ] (21)

i~
dpj

dt
= [pj , cα

ipi] = cαi[pj , pi] = 0,→ d~p

dt
= ~0 1 Punkt

i~
d~r

dt
= [~r(t), H ] (22)

i~
dxj

dt
= [xj , cα

ipi] = cαi[xj , pi] = cαii~δij = i~cαj (23)

und somit

d~r

dt
= c~α 1 Punkt
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