Losung Vorklausur

13.12.11

Aufgabe 1
Teilaufgabe a)
Der Zustand |1) ist zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch,
o) = et () aeea( o).,
e~ 0t/2B| ) + 0t 2al+)

Nun betrachten wir Eigenwerte und Vektoren der Matrix o, die auch schon auf
dem 2ten Ubungsblatt berechnet wurden,

-2 1
‘ ) A‘:”\2_1:>’\1:1”\2:_1' (1)
Es ist nun einfach sich davon zu iiberzeugen das die Eigenvektoren gegeben sind
durch,
1 1 1 -1
A) = — , |A2) = — . 2
=25 (1) =5 (1) @)
Damit ergibt sich,
1) = =) - ) 3)
- \/5 1 2/)»
1
- = — (M) + M) 4
I-) ﬂ(\ 1) +[A2)) (4)
In den Eigenzustdnden von o, lasst sich der Zustand |1 (t)) schreiben als,
1 , 1 .
- efzwot/Z A + A +7aezwot/2 A — | 5
1) \/iﬂ [1A1) + [A2)] 7 [[A1) = [A2)] ()
1 . . 1 _ ,
- efzwot/Q + aezwot/2 A) 4+ — efzwot/Q . aezwgt/2 A 6
\/5(5 ) A1) ﬂ(ﬂ )[Az) (6)
1 . .
= E[(o{ + B) cos(wot/2) + i(a — B) sin(wot/2)]| A1) (7)
1 . .
+\—ﬁ[(ﬁ — ) cos(wot/2) —i(a + B) sin(wot/2)]|A2) .



Wir sehen,
Eigenwert ‘ Wahrscheinlichkeiten
1 (@® + B2 + aB coswot) /2
-1 (a? + 3% — aB coswot) /2

oder mit dem Hinweis o? + % =1,

Eigenwert ‘ Wahrscheinlichkeiten
1 (1+ af coswot)/2
-1 (1 — af coswpt)/2

Teilaufgabe b)

Die Eigenzustdnde von o, sind gegeben durch,
ly-) = =l +[2)]=

1
V2
. 1 i
) = Zslin-l=o5 () )
mit den Eigenwerten —1 und +1.

Wir wissen das der Spin im Zustand |\;) ist. Damit ergibt sich die Zeiten-

twicklung
b = o) ()]
D) = 5 [ ) ~ ) — e () + )]
Wir sehen,
Eigenwert ‘ Wahrscheinlichkeiten
-1 |e~twot/2 —jeiwot/2|2 /4 = (1 + sinwyt) /2

1

le~iwot/2 1 jeiwot/2|2 /4 = (1 — sinwt) /2

Teilaufgabe c)

Wir wissen das der Spin im Zustand |A;) ist. Damit ergibt sich die Zeitentwick-

lung
L it2 (0 iwoty2 (1
() = NG [6 1 e WK
1 —iwot - _twot
W) = 5 e (ly=) — ly+)) +ie 2 (y-) + ly+))] -
2
Eigenwert ‘ Wahrscheinlichkeiten
-1 le=twot/2 4 jeiwot/2|2 /4 = (1 — sinwyt)/2
1 |eiwot/2 — jeiwot/2|2 /4 = (1 + sinwot) /2




Aufgabe 2

Teilaufgabe a)

U=e 279 |g2=1 (10)

Dies kann umgeschrieben werden in die Form,

U:

Damit haben wir,

(&7 o oo .
1cos — —in-osin —
2 2

a a a

1cos§ —in,o, sin§ - isin§ (nyoy +ngoy) (11)

cos § —in.sin§  —isin §(n, —iny) (12)
—isin §(ng +iny) cos§ +in,sin §

! o
= OS2 —in,sin= 13
a cos o — in. sin (13)
b = —isin%(nx—iny)

Teilaufgabe b)

UeU)T) =

Daraus folgt,

1

(U®U)\/§[I+>I—>+\—>\+>} (14)
1
7 [(U+)(U]=)) + (U=-)(U]+))]
% [(al+) = 0" [=))(b]+) + a®|=)) + (b]+) + a*|=))(al+) — b"|=))]
% [2ab| + +) = 2a"b*[ — =) + (la]* = [B*)(| + =) + | = +))]

B = V2ab

yo= —\/ia*b*

a = (la*—[b)



Aufgabe 3 5 Punkte
Aufgabenteil a)

Wir berechnen zunéchst den Erwartungswerte:
(0.) = sin(0) cos(¢)
und benutzen das o2 = 1:

(Acy)? =1 —sin®(6) cos®(¢)

Aufgabenteil b)

Wir berechnen zunéchst den Erwartungswerte:

(o) = sin(6)sin(9)
und benutzen das o = 1:

(Acy,)? =1 — sin?(0) sin?(¢)

Aufgabenteil c)

Wir berechnen zunéchst den Erwartungswerte:
(0.) = cos(0)
und benutzen das 02 = 1: Damit erhalten wir

(Ac.)? =1 —cos?(0).

Aufgabenteil d)

Somit wird

Aoy - Aoy = \/COSQ(Q) + sin®(#) sin? () cos2(¢).
Fiir die rechte Seite verwenden wir [0, 0] = 2i0,, was auf
1
5 oz, ay])| = {o2)] = |eos(6)]
fihrt. Nun stellen wir fest,
sin®(6) sin? () cos?(¢) > 0. (15)

Daraus folgt

Aoy - Aoy = \/cos2(9) + sin® () sin?(¢) cos2(4) > |cos(6)]| = % ({02, 0y])| -



Aufgabe 4 6 Punkte
Teilaufgabe a)

Die Zeitentwicklung des Teilchens wird beschrieben durch die Schrédingergleichung,

moly) = H@OW) . mi (16)
H(t) = —%02 + %hﬂgg) [05 cos(wt + @) — oy sin(wt + @)] .

Wir schreiben jetzt den Zeitabhéngigen Teil des Hamilton-Operators um,

0 cos(wt + ¢) + isin(wt + ¢)
cos(wt + @) — i sin(wt + @) 0

_ |:O_+ei(wt+¢) + a_e—i(wt+¢)]

o cos(wt + ¢) — oy sin(wt + ¢)

Eine beliebige Zeitabhéngige unitére Transformation U (¢) ergibt die Schrodinger
Gleichung,

ih%h//) = {UT(t)H(t)U(t) —iﬁUT;U} [¥').

Ich wéahle ‘
Ut) = ewo=t/2, (17)

Und dann verwenden wir,
-~ hw
—ihU'U = —0, .
2
Damit bekommen wir die Transformierte Schréodinger Gleichung mit,
0 N0 i —i
zhaW/) =H'|Y), H = 59%) [oye *+o_e ¢] .

Fiir die Rechnung in Aufgabteil ¢) ist es nun sinnvoll den Hamilton-Operator
in ein anderen Form zu schreiben,

Y
2

Teilaufgabe b)

Das Spin-1/2 Teilchen ist zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand

H [0 cos(¢) — oy sin(@)] . (18)

=0y =g )- (19)

Wie oben definiert ist |1)(t)) die Wellenfunktion im stationiren Bezugssystem,
aber es gilt,

[¥(0)) = U(0)['(0)) = [4'(0)) . (20)
D.h. der selbe Zustand ist dann auch Initialzustand im Rotierenden Bezugssys-
tem.



Wir berechnen nun die Zeitentwicklung von |4’ (¢)) mit dem Hamilton-Operator
H'(t). Der Zeitentwicklungs-Operator ist gegeben durch,

Ur =exp[—iH't/h] = 1 COS(QS;?t/?) - isin(Qgg)t/Q) (0; cos ¢ — oy sin @)

B cos(2¥t/2) —isin(QWt/2)ei
—i sin(Qgg)t/Q)e_w cos(Qgg)t/Z)

—isin(QWt/2)e=®  cos(Qt/2)
_ cos(Qgg)t/Q)
—i sin(Qg)t/Q)e_w

Aufgabenteil c) 1/2 Punkte

©) —1isin ©) et
Uald' (@) = ( cos(QVt/2) (Q0t/2)¢7 ) < (1) > o)

Utt)o Ut) = U (t) (o +0_)U (22)

O_Jre—zwt +o_ ezwt

o, (t)

Aufgabenteil d) 1/2 Punkte

Die Wellenfunktion kan geschrieben werden in der Form,
[4(0)) = cos(Q 1/2)|+) — i sin(Q t/2)e ") (23)
Die Riicktransformation ist gegeben durch,
(1)) = U (1)) (24)

Damit erhalten wir,

() = cos(1/2)e™2| ) — isin(QW)1/2)e "0 1/2| )

Aufgabenteil e) 1 Punkte

(0x) = (@B)loslv(t)) = &' O)UT (HoU @' (1) (25)
= (@' O)ow 9" ()e™ + (W' (t)]o- [ (1))e'" (26)
= —isin(QW/2) cos(Qt/2)e e 4 i cos(QW1/2) sin(Q0t/2)e et
_ _%Sinmg))(e—we—iwt _ ¢ideit)

= - sin(Qg)t) sin(wt + ¢)



Aufgabe 5

Aufgabenteil a) 1/2 Punkte

H=hw (aTa + ;) - qE(t)m (a'+a).

Hier kann man auch n = aa benutzen.

Es ist einfach

Aufgabenteil b) 1/2 Punkte

Wir erhalten einfach
Hlj(t) _ th—iwotenteiwtaTa(aT + a>e—iwtrﬁa _ th—iwotent (aTez’wt 4 ae—iwt).
mit
—qEy
2mhw

Aufgabenteil c)

Die Wahrscheinlichkeitsamlitude fiir einen Ubergang vom Grund- zum Ersten
angeregten Zustand, kan geschrieben werden als,

Q= (27)

3 [t (29)

— 00

~
1

t

_ Q/ dt/efiwot'ent' eiwt'
— 00

efiwgtent eiwt

n+i(w — wo)

Damit ergibt sich,

2 2 et

W=

= =

und

2n62nt

d
Lyye = —|IP=0F"F——
g— dt| | 772 + (w _ wo)g

Aufgabenteil d)

2,'7627]t

lim ————— = —

lim . 276 (w — wo) (29)
Die Rate ist damit gegeben durch,

Fyye = 2026 (w — wo) -



