Hauptklausur: Losungen

Messung (2 Punkte)

Schreiben wir @ = (sin @ cos ¢, sin 6 sin ¢, cos §) haben wir fiir die Observable

o a, ay — a4y _ COSQ sin fe
ag= (am + iay, —a, ) o (sin fe*¥  —cosf (1)

Mit den Eigenvektoren und Eigenwerten

)
cos 2
+ |a+>=(' -29>
’ e'? sin 5

—ip i 6
— e = (o)
_COS§

Die Wahrscheinlichkeit den Eigenwert 4+1 zu Messen ist gegeben durch

0 1+ cost 1+a,
Play) = |(Hlay)? = cos? 0 = (15000 (4]

Die Wahrscheinlichkeit den Eigenwert —1 zu Messen ist gegeben durch

- 2 . 0 (1—cosf) (1—a.)
Pla_) =|(tla)? =sin? § = L0 _ ()

Alternative Darstellungen der Eigenvektoren: (dquivalent bis auf Phasenfaktoren)

os) = ey (o i) = el = Gl = 5

o) = 7= (L)) = Ittlas)f = (ool (oo
oder
@) = (G 2im) = 1o - g(l + ; e )) NETSIETSIEYR
a) = (“e o) = Ierla? = ;(i i? ST LA E R INETS



Geladener Oszillator (5 Punkte)

Die Schrédinger-Gleichung ist gegeben durch

iﬁ%lw(t» = (Ho + Hi(t))[¥(t)) (3)

Steigen wir in das Wechselwirkungsbild mit [)(t)) = e~ #Hot|¢);(¢)) haben wir

e—%HO(L%hm(ﬂ>+ihd|w1U») = (Ho + Hy(t))e™ 1ot gl (1))
dt ; (4)
= ih%hﬂf(t» = Hy 1(t)|¢1(1))

wobei Hy () = enHotHy(t)e #Hot, Die Losung der Schrédinger-Gleichung im Wechsel-
wirkungsbild ist gegeben durch

(1)) = e S0 WO (1)) (5)

Nehmen wir |1);(to)) = |0) und entwickeln den Exponenten zu erster Ordnung in den Stérterm
H; haben wir

1 t
0r() =10} + = [ dtHa(®)0) ©)
to
(a) Benutzen wir Hy = hwo(ata+ 1) und Hi(t) = Vo(a'e ™" + ae™*)e"", nehmen ty — —oo
und projizieren den Zustand auf |1) um die Ubergangsamplitude zwischen |0) und [1) zu
bekommen:

rto) =37 [ draia o)

1 [t iy iy
G iR @i )

1 ¢ I
:ﬁ/ dt' ot (1| H, (£)[0)

o (7)
= *O/ dt’ei“’otl<1| (aTefml + ae™? ) |O>e’7t,
ih J_o
Vo [ —i(w—wotin)t’
9 dt’ i(w—wo+in)t
ih /,oo ‘
Vo 67i(w7wo+in)t
T h ow-— wo + 11
wobei wir benutzt haben, dass (1|a|0) = 0 und (1]|a’|0) = 1.
Die Ubergangswahrseheinlichkeit ist dann
VO 2 €2nt
Poat) =1t =+ ) ———— 8
a0 = lor) = () o= ®



Die Ubergangsrate ist

=

APy (Vo)®  2ne*
dt  \h) (w—wy)?+n?

(b) Bilden wir das Limes 7 — 0 und benutzen lim,_,on/(z? + n?) = 76(x) haben wir

oo () st



Wechselwirkende Spins (3 Punkte)

Wir benutzen S* = ST + S5 + 281 - S2, und dass S7 = k%1 (3 + 1) = 3(4)? um die Spin-Spin
Wechselwirkung umzuschreiben wie

S+ 82 =5 (5"~ 6(5)?). (1)

N =

Der Hamilton-Operator ist dann gegeben durch

2uB T2\ e 12
H=—-——BS,—— (- S°—6(2 12
Finden wir also die Eigenzustinde von S, und S? haben wir auch die Eigenzustinde des
Hamilton-Operators. Diese Zustdnde sind |s,s,) mit s = 0,1 und —s < s, < s. Die Eigen-

werte sind
S?|s,5.) = h2s(s + 1)]s, s.), S.18,8.) = hs.|s, ) (13)

Die Zustéande |s,s.), s = 0,1, —s < s, < s sind die bekannten singulett und triplett Zustande

L+ —1—+),  s=0,s.
- — =1,s,=-1
s =41 b (14)
ﬁ(‘+_>+|_+>)a s=1,5,=0
|+ ), s=1,s,=1
und die Eigenenergien sind
3J, s=0,s5,=0
J 2upB — J, s=1,8,=-1
E(s,s.) = —2upB —7(4 +1—6): 15
(s,82) HBDS, 2 s(s ) —J, s=1,5 =0 (15)
—2upB — J, s=1,5,=1

Alternative Losung In der Basis

|++)
|+-)
16
|-+ 1o
| =-)
haben wir
10 0 0 1 0 0 0
Rl0 1 0 0 0 -1 0 0
Sea=501=919 o9 1 o | Sea=1®S =510 o 1 o (17)
00 0 -1 0 0 0 -1



und daher

2 0 0 O
2 B 000 0
00 0 -2

Ausserdem haben wir
5182 =25:1522+9y15y2+5:15.2=25,15_24+25_15,2+5.15.2 (19)

wobei 254 ; = S, £1Sy,; , ¢ = 1,2. In der 4 x 4 Darstellung:

) ) 0 0 0O
h h 0 010
S+,1s_,2 — <2> | + —><— + | - <2> 0 0 0 0 5
0 0 0O
) ) 0 0 0O
h h 0 0 0O
S_1840 = <2> |—+H)(+—-1= <2> 010 0 (20)
0 0 0O
) 1 0 0 O
h 0 -1 0 0
Sz,l‘sz,Q - <2> 0 0 -1 0
0o 0 0 1
also haben wir
) 1 0 0 O -J 0 0 0
2 0 -1 2 0 0 J =2J 0
- (h) Si:8:==J1g 9 10|70 —27 J 0 (21)
0o 0 0 1 0 0 0o -J
und der ganze Hamilton-Operator hat die 4 x 4 Form
—2up—J 0 0 0
0 J  =2J 0
= 0 -2J J 0 (22)
0 0 0 2up—J
Zwei Eigenzusténde | + +) und | — —) mit den Eigenwerten —2up — J und 2up — J kénnen
wir direkt ablesen. Die anderen Eigenzustande bekommen wir indem wir die Eigenzustande
und Eigenwerte der Matrix
1 -2
J <_2 1 ) (23)

in der Basis |+ —), | —+) finden. Diese sind (| + —) & | — +))/v/2 mit Eigenwerten J(1 F 2).



Jaynes-Cummings-Modell (4 Punkte)

(a)

Wir sollen Zeigen, dass [N, H] = [0, + 2a'a, H] = [0,, H] + 2[aTa, H] = 0. Wir kénnen den
Kommutator [0, H] einfach berechnen indem wir die Relationen [0,,04] = +204 benutzen:

o2, H] = [0z, hg(ora+ o-al)] = hglo, o4]a+ hglo.,0-]a’ = 2hg(ora —o_al)  (24)

Der Kommutator [afa, H] ist auch einfach wenn wir die Relation [afa,al] = a' und [aTa,a] =
—a benutzen

[aTa, H] = [aTa, hg(oya + o_a')] = hgoy[a'a,a] + hgo_[aTa,a’] = —hg(ora —o_aT) (25)
Daraus folgt [N, H] = 0.

Die Schrodinger-Gleichung ist gegeben durch

d
ih= [ (t)) = HI¢(1)). (26)
Setzen wir den Ansatz |¥(t)) = a(t)|+,0) + 5(¢)|—, 1) ein und projizieren auf |+, 0) und |—, 1)
kriegen wir
: d ay <+aO|H|+7O> <+70|H|_a1> «Q
g (3) = (o o) (5) 27

Wir haben fir die Matrixelemente

hw
<+70|H|+30> = 707 <+,0|H|77 1> = hg

hw (28)
(—1H[+,0)=hg, (= 1H|=,1) = === + hw
und daher . .
. « o hg o
h— = 2 5
Wt (5> (hg —fuo +hw) <5) (29)
oder
2 g (30)

iB=ga+ (-5 +w)p

s ()-(2 2)0

Der Hamilton-Operator in dieser Schrodinger-Gleichung hat die Eigenzustdnde ( :Iil) mit

Also haben wir fiir wg = w

Eigenwerten 240 4 fig, also kénnen wir die Losung auf die Form

2
) (o)



schreiben. Fiir ¢ = 0 haben wir «(0) = 1, (0) = 0 und somit muss ¢y + ¢ = 1 und
¢y —c_ =0sein, dh. ¢ =c_ =1/2 und

(a(t)) it ( cos gt ) = J(8) = efi%t(cosgt|+7o> —z'singt\—,1>) (33)

—isin gt
(d) Fiir die Erwartungswerte haben wir (nehmen wir erst [¢(t)) = a(t)|+,0) + 5(¢)|—, 1)) dann
(02) = (WO)|o= (1)) = la®)® = BB, (ala) = @()latalv(t)) = |6(2)? (34)
und daher

(N) = (0. +2d"a) = (02) +2{a’a) = |a(t)]” — [BO)]* +2|B(t)]* = |a(t)]* + [B(1)* =1 (35)

LW LW
Fir a(t) = e 3 cos gt und S(t) = —ie™"2 sin gt haben wir
(0.) = cos? gt — sin® gt = cos2gt, (a'a) = sin® gt (36)
und

(N) = (0.4 2da"a) = (0.) + 2(a’a) = cos® gt — sin? gt 4 2sin? gt = cos? gt +sin® gt = 1 (37)



Bewegungsgleichung Dichtematrix (3 Punkte)

(a)
ihp = [H, p] = ihpn, = Z (Hnapiin' — praHin) = hw(n — n/)f)nn’ (38)

7
Diese Differentialgleichung hat die Losung

—iw(n—n')t

pnn (t) =€ Ppnn (0) (39)

(b) Berechnen wir den Erwartungswert (siehe auch Anmerkung néchste seite)

#(1) = Tr(p(t)e) =\ 5o S nlp0) " + a)lm) =/ 5o S mlp6) ) (o' + )l
2mwy 2mg
A= 5 o) (VAT T+ Vi)
= \/%Z (\/ﬁpn,n—1(t) + \/n7—|—1pn7n+1(t))
- \/%; (\/ﬁp”’"_leiiwt + mﬁn,n-ﬁ-ﬁ“”)

= Acoswt + Bsinwt

wobei

h
A=\ Gy 20 (Vna £V o)
h . .
B =\ 2y Zﬂ (=ivnpnn—1 +iVn+1ppni1)

Wir sehen dass wir fiir ¢ = 0 haben dass Z(0) = A. Wenn wir die Ableitung von Z(t) beziiglich
t bilden haben wir Z(t) = —wAsinwt + w coswt und z(0) = wB. Also haben wir

z(0)

Z(t) = z(0) cos wt +

sin wt (42)

Anmerkung: Die Form von Z(t) kann etwas attraktiver dargestellt werden indem man
schreibt

5(6) =\ 5 TR0 +0) =

5 (Tr(p(t)a’) + c.c.)
mwo

[ h | 2h (43)
_ —iwt _ —iwt
= Sy < En \/Epn,n—le + C.C.) = 7mw0 Re < En \/Epn,n—le >




Dann hat man

und

B = wi(O) =\ %Im (Z ﬁpn,n—l) .



@ Dirac-Matrizen (2 Punkte)

(a)

. ) . 1 o o 1 o
(a ~p)2 = (O/Pi)2 =a'p;alp; = pipjatal = 3 (pipjala] erjpia]al) = §pipj{0/70tj}

= pipj6” = p°
(44)

1
(YD) = VP’ Py = pupyY” = SPupe {777} = pupug"” = (°)2 —p*  (45)

Alternative Losungen

2
(- p)® = ( 0 O'ipi) _ ((Uipi)2 0 ) _ (Uipio'jpj 0 ) _ (pipj5ij 0 )
opi 0 0 (oipi)? 0 OiDi0;D; 0 PiP;j0ij

= ]1p2
(46)
(V'p)* = (B’ + Bec-p)* = (Bp°)* + Bp°Ba - p + B - pBp° + (Ba-p)? (47)
benutzt mann dann o = —Ba’ und $% = 1 hat mann:
(vpu)? = 0°) +p’a-p—p’a-p— (a-p)* = (p°)* - p (48)
oder
(7ip,)? = ( P’ 0%) _ ( ®°)? = (@'p)*>  P(o'py) —po(azpz))
" —o'p;  —p —p°(a'pi) +p°(o'pi)  —(o'pi)® + (P°) (49)
0\2 _ S 0
= <(P ) OP b s+ (pO)Q) = (p°)2 — p?
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Relativistischer Spin unter Lorentz-Transformationen (5 Punkte)

Unter einer Lorentz-Transformation haben wir ¢/ (z") = S(A)y(x) und o' (z") = 4T (x)ST(A).
Also haben wir

(') = o 1@ 2 0) = 20 (@)S1 (A)BS(A)(a) (50)
a) Dabei haben wir
S(R) = et E = cosg +in - Xsin g (51)
und daher
. o6 .0 o .0
ST(R)XS(R)=(cos= —in-Xsin— | 3 ( cos = +in - Xsin -
2 2 2 2 (52)

6 6 6 0
= cos? 52 + isin 5 cos 5[2,71 - %] + sin® a(n )Y (n-X)
zu berechnen. Benutzen wir [, a - ] = 2i(a x o) haben wir
[Yin-X]=2i(nxX) (53)

Ausserdem haben wir
(n-2)2(n-X)=2n(n %) -Zn|>+inxn

54
=2n(n-X)—-3% (54)
Setzen wir alles zusammen haben wir
—1 2 9 .2 9 . 9 9 ) 0
STHR)XS(R) = | cos 5 —sin’ 5 Y- 281n§ cos §(n X X) 4 2sin §n(n -3
=cosfX —sinf(n x X) + (1 — cosf)n(n - X) (55)
=n(n-X)+cosf (X —n(n-X)) —sinf(n x X)
Einsetzen in s'(z') = ¢ (2)ST(R)XS(R)w(x) gibt
s'(2') = ¢1(2) ST (R)ZS(R)y(x) = 8| + s cos — (n x s1)sinf (56)
(b) Wir schreiben wieder
§'(2') = ¥ (2)SN(L)BS (L) (z) (57)
Hier mit S(L) = cosh Z —m - asin 7 also haben wir
i B cosh —n-osinhl) (o 0 cosh —n - osinh
SUL)BS(L) = <—n -osinh 2 cosh & 0 o)\-n-osinh cosh
_ cosh? 20+ (n-o)on-o) sinh? 2 —sinh  cosh Z{o, (n - o)}
—sinh Z cosh 4{o, (n - o)} cosh? 2o+ (n-o)o(n-o) sinh? 2
. . . 0 1
= (cosh? 7 - sinh? HE+2n(n-X) sinh? 4 —sinhn n (1 0)
0 1Y .
=X-nn-X)+n(n-X)coshn—n (1 0) sinh 7
(58)
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wobei wir benutzt haben dass {0;,0;} = 24;; = {o,n -0} =2n.

Wir haben nun

§'(a") = Y1 (2)ST(L)BS (L) (x)
— (@) (T = n(n- ) (@) + ¢ (@)n(n - D)) coshn — vl (@)n (1 O) ¥ (a) sinh
=8, + 8| coshn — ns®sinhy

wobei

=) (] o) (60)

Im Ruhesystem haben wir ¢(z) o <)(§) oder ¥(z) (2) und deshalb s% = 0. Also ver-

schwindet dieser letzte Term.
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E Clebsch-Gordan-Koeffizienten (6 Punkte)

Notation:
|J7M>v |j17j2;mj17mj2>: |j17mj1>®|j27mj2> (61)
Wir haben
13,3) = 2,1;2,1), und J_o= (- +Jo). (62)
(a)
J_|3,3) = hv/6/3,2) (63)
= (J1_ +J2)]2,1;2,1) = Av4]2,1;1,1) + hv2[2,1;2,0) (64)
= 3,2) f2,1,1,1 fm,z,o (65)
(b)
J_|3,2) = iV/10[3,1) (66)

=(J1_+Jo) <\f|2,1,1,1 \/§|2,1;2,0>> (67)

12 4 4 2
:h,/g2,1;0,1>+h\f|2,1;1,o>+h\[|2,1;1,o>+h\f|2,1;2,_1> (68)
:>|3,1>:\/>2,1,01 ,/ L12,11,0) + \/ 12,1;2, (69)

(¢) Nun wollen wir die Koeffizienten fiir |2,2) herausbekommen. Dieser Zustand muss eine
Linearkombination aus |2,1;1,1) und |2, 1;2,0) sein:

12,2) = «|2,1;1,1) + §]2,1;2,0) (70)

Dieser Zustand muss orthogonal sein zu |3,2) = \/%2, 1;1,1) + \/g|2, 1;2,0), d.h

0=(3.202.2) = ay/2 + 8/} (1)
Dies gibt 8 = —v/2a. Zusammen mit 1 = o? + 5% = a?(1 + 2), ergibt dies o = \/g und
B = —\/g also
1 2
2,2) = \/;2,1,1,1> \/;2,1;2,0> (72)
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