Theo E - Nachklausur 2012: Losungen
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b)

Zwei-Zustand-System

Die Eigenwertgleichungen fiir die zwei Zusténde sind
Hlyr) = E1lyn) (1)
Hl1p2) = En|n)

Nehmen wir das innere Produkt mit (13 bzw (11| haben wir

(2| H|1h1) = Er(thr]tha)
(V1|H |1p2) = Ea(tha|thr)
Da der Hamilton operator Hermitsch ist, haben wir (¢1|H|v2)* = (o|H|t)1). Ausser-

dem haben wir (12|t)1)* = (11]1p2). Nehmen wir also das Komplexkonjugat der zweiten
Gleichung haben

(2)

(Yol H|tp1) = Er(1]th2)
(Vo Htp1) = Eo(1]1ha)

Subtrahieren wir die beiden Gleichungen haben wir

0= (E1 — E2)(¢1|yp2) (4)

3)

Da E; # Es muss (¢1|¢9) = 0.

Wir suchen Eigenvektoren |A) = c1|t1) + ca]ip2) die die Eigenwertgleichung A|A\) = A|A
erfiilllen. In der Basis {|¢1),|¥2)} haben wir dann

A A C1 Cc1
= 5
<A21 A22> <C2> (Cz) ( )
wobel A;; = (¢;|Al;). Aus den Gleichungen Alyr) = |¢2) und Alps) = |191) haben wir
dann A11 = A22 =0 und A12 = A21 = 1, also

0 1 C1 o C1
(o) (2) () ®
Die Eigenwerte werden bestimmt aus der Gleichung

0 = det (? _1A> =\ -1 (7)



also haben wir A = £1. Einsetzen in der Eigenwertgleichung ergibt co = Ac; und ¢; = Acs.
Da A? = 1 miissen |c1]? = |e2|?. Mit der Normalisierung |c1|? + |c2|? = 1 haben wir dann
schliesslich fiir A = + die Koefficienten ¢; = ¢ = 1/ V2 und fiir A = —1 die Koeffizienten
1= —cy=1//2:
1

= —= ([¢n) + [¢2))
2
| (®)
)\ = —, —) = — —

=) NG ([t1) = [¥2))

A=+, |+>

N

Der Zeitentwicklungsoperator ist U = e~ #Ht Wir haben dann

_ R _ _ 1 [ —iEwt _ L —iBst
90 = UOW(O0) = e H7 = (jo) — ) = — (5 n) — e K52 1a) ) (9
Die Wahrscheinlichkeit dass das System am Zeitpunkt ¢ wieder in den Zustand |¢(0)) zu
finden ist, wird gegeben durch

2

1 1

(0] = (al) 75 (755 ) — €75 52010))

2

P = [ (0)[(t)* =

Sl

2

_ } —1FEgt — 1 Eot
= 9 (e R +e * ) 10
) (10)
| BB cos (E1 — Es)t
2h
E, — Eq)t
:cos2<( 12h 2) )
2 ‘ Ehrenfest’sches Theorem
a) Die Heisenberg Gleichungen lauten
1 1 1 1
r — — H = — 2 —_ = — 2
1 1 1 1
= —[pH = ——[p.p? + —=[p,V(z)] = =[p,V

Am einfachsten berechnet mann die Kommutatoren durch anwendung auf eine Testfunk-
tion [z,p?|f(z) = xp?f(x) — p*xf(x) wobei p*xf(z) = —h20%(xf(z)) = —2h20,f(z) —
R2x0? f(z). Also

[z, p?] = 2R, = 2ih(—ihd,) = 2ihp (12)
und [p,V(2)]f(z) = pV(z)f(z) — V(z)pf(x) wobei pV(z)f(z) = —ihd.(V(z)f(z)) =
f(z) (—iho,V (z)) + V(x) (—ihd, f(z)) also

[p, V(2)] = —ih0,V (x) (13)
Die bewegungsgleichungen sind also
P
"y = m@:—% (14)
P=

wobei wir in der letzen Gleichung die beiden Bewegungsgleichungen zusammengefiigt haben.



b)

Auf Operatorform hat Gleichung schon die Form der Klassischen Bewegungsgleichung.
Nehmen wir aber den Erwartungswert so haben wir

m{z) = — <‘g> (15)

Da (%x) = %(m} = %:Ic stimmt die linke Seite dieser Gleichung. Es gilt allerdings nicht
allgemein dass (dV/dx) = dV (z)/dz.

Fiir ein Potential der Form V(x) = Vpa™, n € Z haben wir

<'fzv> = (nVoa" ™) = nlo(a" ™) 1

und (x"~1) ist nur gleich (z)"~! = 2"~ = dV(z)/dZ wenn n < 2. Also haben wir

d

mi = ——
dz’

V(z) = Voz", n<2 (17)

[Co

b)

Entartete zeit-unabhingige Storungstheorie

Der ungestorte Hamiltonoperator ist H = a.S2, und hat die beiden Eigenwerte Ey = 0 und
E, = h?A. Der Eigenwert E, ist zweifach entartet und gehort zu den Eigenzustinden von
S, mit m = £1.

Wir berechnen den Storungsterm

wp | (101 1 0 -1 00 1
B(Sﬁ—s;’):T 02 0f-(0 2 o]|=rB[0 o0 0 (18)
101 -1 0 1 100
Wir miissen die Sakulargleichung
0= det (<m|B(s§ — 8,)%|m’) — E§1>5mm/) (19)

flir den 2 x 2-Unterraum der durch die Zustédnde m = +1 aufgespannt wird 16sen. Sie lautet

_ (M 2
o < 75;3 thE)) = (B{")? - n'B* = E{') = +1’B 0)
Bt

Die exakte l6sung ergibt sich durch diagonalisierung des gesamten Hamiltonoperators

KA 0 KB
H=| 0 0 0 (21)
WB 0 A

Ein Eigenwert ist Fy = 0 und die anderen beiden sind gegeben durch F; y = h*(A4 + B).
Zufallig ergab also die Stérungstheorie schon das exakte Resultat.




é ’ Zeitabhangige Storungstheorie

Ein eindimensionaler harmonischer Oszillator und ein Zweizustandssystem seien durch

Hy

= hwpa'a + €0, /2 charakterisiert. Das Zweizustandssystem und der harmonische Os-

zillator seien gekoppelt durch Hy = g(oya+o_a')e™. Der gesamte Hamilton-Operator ist

gegeben durch H = Hy + H;.

Wir nutzen die Abkiirzungen |a)
Hy|b) = Ey|b).

t

(bl ()

—00

1 t
ih
1 t

ih

—00

—00

—/ dt' et (b| (alo_ +aoy) |a)e™

[n)| 1) und [b) =

dt' (b|H{ (t')|a)

dt' (ble# ot Hy (t')e

|n 4+ 1)| |) und Hpla) = E,la),

_%Hot’|a>

dt' e (b|Hy (') a)

’

_gvn+1 + / dt’ elidw+mt’

g\/ﬁ pliBw+)

h

Damit ergibt sich

P(t)

mit 1
= —(F

(B
Damit ergibt sich die rate,

Aw —-E,) =

dP

r=
dt

(o) = (22

H((n+ Dhwo — 5

—Aw +1in

gvn +

2

eQnt
) (Aw)? + 17

— nhwy —

;) =wy—€/h

2ne2nt

(52

(Aw)? +n?

b) Bilden wir das Limes 7 — 0 und benutzen lim, 0 n/(z* + n*) = 7§(z) haben wir

I'=2n

()

0(Aw)

(26)



é ’ Reduzierte Dichtematrix

a)
o) == (1 143 = 1 41))
Y VR
. 1
= p = lo) (ol = 5 (111 = 141) (14 1 = (41 1) (27)
1
= S(IDE =TT = 1D+ 1D )
In der Matrix-Darstellung (Basis | 1), | 1)), | 1), | {{)) haben wir
PITAT  PHAL PITAT PR 0 0 0
s [ Pretr Pt pr e | JLp0 10 100 (28)
PLtAt  PITL Putdt PLrLL 2(0 -1 1 0
PLLAT PLLAL PLLIT PLLLL 00 0 0
Der Zustand ist rein da p? = p.

b) Da nur die Matrixelemente Pl = 1/2, Pt = -1/2, PIrAL = —1/2 und Pt =
1/2 ungleich 0 sind, und davon nur py)4; und py4 4+ die selben Indizes fiir das zweite
Spin haben (o9 = 0}), ergiebt die Spur iiber das zweite Spin die reduzierte Dichtematrix
p’fﬁai = 202 Poros,o) o XDlizit

red 1
Pt = Pl 1L = 2
red
pTL = ﬁer — (2 9) (29)
red __ 0 3
pyp =0 2
red 1
PLL = Pirdt = 5
Dass dieser Zustand nicht rein ist sieht man durch
ved\2 _ (1 O0) L e
(p7)" = <3 1) # p (30)
1
ﬁ ‘ Kohirente Zustéande
a) Nehmen wir die Ableitung beziiglich a von der linken Seite:
d —aa’ aal —aal T aat —aat T aat —aaf T aat —aa’ _aat
@<e ae ):—e a'ae™ +e aa'e® =e [a,a']e® =e e =1
(31)
Integrieren wir dies bekommen wir
_aal t
e " ae® =a+ A (32)



b)

d)

wobei A ein a-unabhangiger Operator ist. Da diese Gleichung fiir beliebiges « gilt, kénnen
wir aus der Gleichung fiir & = 0 schliessen, dass A = a. Der Zustand |a) ist definiert durch

la) = Neoa' |0). Wir haben dann

ala) = aNe*®' |0) = N o' gmaa’ geaa |0) = Nea‘”(a + a)|0) = aNe*' |0) = ala) (33)

=1

Fiir die Normalisierung («|a) = 1 schreiben wir den Zustand als Taylor-Reihe auf

o) = Ne®'|0) = Z )"0 = NZ \F|n szm (34)

Also haben wir

a* )Mo al?m .
]‘:<a|a>:N2Z(\/ﬁ<m|n>:N2Z|n!:N260‘| (35)

nm

a\2

und somit N =e~ 2 .

Wir haben
h hmw
= T _ ot
x 2mw(a+a ) D W= (a—a") (36)
also haben wir
h . hmw N
(@) =15 —(a+a’), (p)=—-i\/——(a—a’) (37)
und
(#) = ——(al(a? + aal +ala+ (a")?)]e) = 14 @+ar)
2mw 2mw (38)
() = =" a)(a? ~ aa ~ ala+ (@))|a) =~ 22 (<14 (a — a*))
Deswegen haben wir auch (Az)? = (22) — (z)? = 7~ und (Ap)? = (p?) — (p)? = 22 und
h hmw R?
(Az)?*(Ap)? = P Y (39)
Diese Gleichung folgt direkt aus der Gleichung
ale) = ala) = (zla|a) = afz|a) (40)
Mit (z|a) = ¢(z) und @ = /5 (v + i-2-) zusammen mit (z[pla) = —ihd,(v|a) =

—ihd,(x) haben wir dann

\/”ZT; ( ; nz}a) (@) = av(a) (41)

Einsetzen von dem Ansatz gibt
Vo (o o (ot + )) @
Vo (o4 s (et +48)) o) = vt

(42)



Notieren wir dass (z) = Az(a + o*) und (p) = —iAp(a — a*) so haben wir

mw h 1 1 Ap
fihaed EEAS = o =, — 4
Vo (a4 (=g + ot ) + e - ) ) v = avl) (19
mit 2(Az)? = h/mw haben wir dann
mw h Ap
kiad Y+ L@-a = 44
Vo (s (ot ) + 22 @ =) ) w(o) = i) (44)
mw h . h N B
V2h< %(a+a )+ m(a*a )) ¥(z) = arp(z) (45)
welches die Gleichung zeigt.
z ’ Dirac Gleichung in einem Magnetfeld
a) Die stationére Dirac-Gleichung lautet
1 2 — i (—itg . — LA
~(E = Bmc)¥ = a (fmazl CAZ> v (46)
Die beiden gewiinschten Teilgleichungen sind
1 Ty q
E(E —mc®) ¢ = o’ (—zh@xi — EAz) b2 (47)
und 1
. . q
E(E +mc*)py =o' (—zh@xi - EA1> 01 (48)
Einsetzen der zweiten Gleichung in die erste ergibt
1 2 2 4 I . 9, 2
= [B? —m?e'] 61 = [a (—zhaﬂ - EAz)] &1 (49)
b) Wir setzen den Ansatz ‘
¢1(x,y,2) = xa (y)e =7 th=2) (50)
ein und erhalten
1 e 2 he
= [E2 — m204] x1(y) = [—hzai + (hkw — EBy) + h2k§ + CBO'Z:| x1(v) (51)
Dies fiihrt auf die Eigenwertgleichung
2 E? R
W202x1 — (hkm - sz) X1+ (2 —m2® — 12k — ;BUZ> 1 =0 (52)

c

Eine solche Eigenwertgleichung is bekannt von dem harmonischen Oszillator. Wir fiihren

die variable

_ |eB chk, o he o
&= he (y— eB)7 aé_eBay

ein und erhalten fiir die Spinkomponente in z-richtung, o = +1,

E? —m?2c* — (hck.)? + heqo B
hceB

(02— +a,)x(y) =0, ay=

(53)

(54)



¢) Die Energieeigenwerte sind gegeben durch a, = (2n 4+ 1) mit b =0, 1,2,... also durch die
Gleichung
E. ,=(2n+41+ 0)hceB + m2ct 4 (hck,)? (55)

Mit der Abkiirzung 2n + 1+ o = 2n/, und Ak, = p, erhalten wir

En = £v/(mc2)2 + (cp.)? + 2n'heeB (56)




