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Aufgabe 1: Storung zum zweidimensionalen harmonischen Oszillator

(a)

(2+7+4=13 Punkte)

Die gegebene Hamiltonfunktion lésst sich in zwei eindimensionale harmonische Os-
zillatoren separieren, mit Eigenzustanden |n,,n,) = |n,) ® |n,). Fir diese gilt

1 1
En,n, = Iw(ng, + 5) + hw(ny + 5)
= hw(n, +ny, +1).
Mit n = n, + n,, folgt
Energie Eigenzustéande Entartungsgrad
n=0 Ey=hv 0,0) nicht entartet
n=1 FE =2 [1,0),|0,1) 2-fach entartet

n=2 FEy=3w 12,0),|1,1),]0,2) 3-fach entartet .

Hierzu driicken wir zunéichst den Storterm durch Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren aus:

m2w?

<nﬂmny| V |nxvny> = <nxvny| 49 z? 1z, ny)

= b (neymy| (4 +ab)* s, m,)
Berechne zunéchst
(a2 +a})? Ina,my) = (a2 + asa] +ala, +(a})?) Ing,m,)
~— =

=ng+1 =Nz

= (ai + (al)? + 2n, + 1) Mgy M)

Diesen Ausdruck miissen wir nun quadrieren. Da rechts und links dieselben Zusténde
stehen, konnen auflerdem Terme, die eine unterschiedliche Anzahl von Auf- und
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Absteigeoperatoren enthalten, sofort weggelassen werden.
(e |V 1,1y} = Fid (| ()22 + a2(a})? + @ny + 1)) g, my)

= hwd (nz(ne — 1) + (ng + 1)(ny +2) + (2n, + 1)2>

(
— fwd (602 + 6n, +3)

(c) o n =0:
Dieser Zustand ist nicht entartet, es reicht also die normale Formel fiir zeit-
unabhéngige, nicht-entartete Stérungstheorie:

EL=(0,0/V]0,0) 2 hws - 3.
Damit ergibt sich fiir Energieeigenzustédnde und Energien:
10,0) : Ey = hw (1 4 30)

en=1:
Aufgrund der zweifachen Entartung bendtigen wir nun Stérungstheorie fiir
zeitunabhéngige, entartete Zustdnde. Da der Storterm nicht von y abhéngt,
konnen die Matrixelemente nur dann nichtverschwindende Beitrdge geben,
wenn die y-Komponente des Energieeigenzustands gleich bleibt. Die benétigten
Matrixelemente sind

(1,0]V'|1,0) = hwd (6 + 6 + 3) = 15 hwd
0,11V ]0,1) = 3 hwd
(0,1[V'[1,0) = (1,0[V'|0,1) = 0

Die Nichtdiagonalelemente verschwinden also. Damit lassen sich die Energie-
eigenzustdnde und Energien direkt ablesen:

0,1) : By = hw (2 + 36)
|1,0> . ELQ = hw (2 + 15(5) .
on =2
Hier erhalten wir nun fiir die nichtverschwindenden Matrixelemente
(2,0|V|2,0) = hwd (24 4+ 12 + 3) = 39 hiw?d
(1, 1|V |1,1) = 15 hwd
(0,2|V']0,2) = 3 hwd .
Auch hier sind alle Nichtdiagonalelemente Null und das Ergebnis lautet:
|O, 2> : Egyl = hw (3 + 35)
‘1, ]_> . EQ’Q = hw (3 + 155)
‘2, O> : Eg’g = hw (3 + 395) .
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Aufgabe 2: Zeitabhiingiges Potential (3+5=8 Punkte)

Im folgenden bezeichnen wir den Grundzustand mit Index 1, den mittleren mit Index 2
und den energetisch hochsten Zustand mit Index 3.

(0)
3

(a) Die nullte Ordnung Stérungstheorie, c3” = d31 = 0, verschwindet.

In erster Ordnung ergibt sich

o = _—’/“’dt' 31V 1) e
h 0 ——

=ahw

= _—iahw / ¢ dt’ e
h 0

E3—Ey 4
7 t

Also ist die Ubergangswahrscheinlichkeit

4
Pis = |2 = §a2.

(b) Die nullte Ordnung verschwindet ebenso wie die erste Ordnung, da
iE?’;El v

In zweiter Ordnung gilt

_a 2 % . —Em t/ - — 1
&= (%) Zm:/o dt' ¢ t<2rV|m>/0 at" e =T (| V1)

Der einzige beitragende Term in der Summe ist m = 3. Mit

Ey — B3
h
Es — Ey
h

(2| V' |3) = bhw , "

B3IV 1) = alw,

= 3w,
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ergibt sich

/

— 2 g L t -
Cg?) _ (_Z> abh2w2/ dt’ 6—21wt / d¢”’ 63zwt
h 0 0
2 g N | I
— ab(—zw) / dt/ 672zwt — (632wt o 1)
0 3w

b o . -
_ a—ZU)/ dt/ <€zwt - 6—27,wt )

3 Jo

ab . 1 , 1 Y
= —jw|— 1| " —-1]| — y e -1
3 w ffl’ — 29w \_/1"

ab 2
= Yoy = _Zup.
5 (72)=—30

Damit ist die Ubergangswahrscheinlichkeit

4
P14)2 = ’ng)F = §Cl2b2.

Aufgabe 3: Spin-%-Fermionen (2+2+10=14 Punkte)

(a) Da die hypothetischen Teilchen Spin—%—Fermionen sind, existieren vier Moglichkeiten
fiir die z-Komponente des Spins, m, = j:%,j:%. Damit konnen in einem Orbital
maximal 4 Teilchen untergebracht werden und die Besetzungszahlen lauten

1s 2s 2p
4 4 2

(b) Aus { =1 und s = 3 folgt:

o j=|l—s|,... l+s=3,32

em; =—7J,...,7J:
j=2m;=+3+3 +1
j=35tmy=£3, %5
j=gimy==+;

(c) Wir starten mit dem Zustand mit gréfitem j und m;:

55 3
22V =L,5 )y =11
3)=]z)= el

DO W
NN V]
~_—
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Anwenden der Leiteroperatoren liefert

{59 VFTTIEY - ) T Ik

\§s§> M(f\ 3y L%>)
DRI
5y VR [VE (2 oo d) + B (v 3y vl 2))]
o) ol Vi) Vah )

Zustiande zu verschiedenem j und gleichem m; stehen senkrecht aufeinander. Mit
der Interpretation der Clebsch-Gordan-Koeffizienten zu ‘2, 2> und ‘2, 5) als 2 x 2-

Drehmatrix lasst sich direkt ablesen
1 3 3
1.2V — /210 2
’ 2> \/; 0, 2>

33\ \/5
22/ V5
wobei das globale Vorzeichen aus der Condon-Shortley-Konvention folgt.
Anwenden des Leiteroperators liefert

- BB ) E12)
Vol 3 Vel )

Der Zustand |27 2> muss auf |3; 2> und |2, 2> senkrecht stehen. Dies lédsst sich am
einfachsten iiber das Kreuzprodukt berechnen:
(Reihenfolge der Zusténde von oben nach unten: ’1, —%>, |0, %>, ‘—1, % )

VS (v IO (R T (e
10V 15 B = /150 I
10V 15 | ) VIO \5.3 0

-7

3]

)]
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Aufgabe 4: Lorentz-Transformation von Bilinearen

(a) Wir schreiben das Matrixelement folgendermafien um:
M =9Iy
{*, 5}20
TET —gplyiyty
=~y 7y
N~ ~—
= =g33=—1

= iy
=T,

In der letzten Zeile haben wir benutzt

?

', = 5[%7 V2]

?

= 59192 (v'* = ¥*9Y)

l
:__2 1.2

5 T
=iy'y2.

WS 2016/17

(3+2=5 Punkte)

(b) Die Lorentztransformation fiir einen Boost in z-Richtung ist gegeben durch

v =By 00
AF, = _57 g (1)8 mltﬁzgundvz
c
0 0 01

@/;I‘ijw transformiert sich wie ein Lorentz-Tensor 2. Stufe, also

M = AM"A YT
= Byt + 9T,
=5 (VI + BUTHy)
=~ (IEFT,IQw o BQZFT’OQIP) )

Zusitzlich ist also das Matrixelement {I'J,7) notwendig.
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