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Verwendete Formeln der Formelsammlung

Leiteroperatoren auf Drehimpulseigenzustande:

Jeljm) =i +1) —m(m£1) | jm1) .

Kugelfunktionen:

1 3 3 -
Y)=—=, Y/ =4/;=cosb, Y =7Fy —(sin)e"’
0= Jin I 1,7 €O8 i F 8ﬂ(sm )e

Radiale Wasserstoffwellenfunktionen (Bohrscher Radius ay = Arteoh?/ mee?), nur implizit fiir die
eindeutige Definition von R verwendet:

1 /1\%? r\ . 1 /1\%%
S _ —r/2ag T L —r/2ag
Raor) 2V/2 (a()) (2 ao) ‘ + Ral) 21/6 (a()) a0

Losungen

Aufgabe 1: Wasserstoffatom mit Stérung [54+10+4-15-+ 10 = 85]

In einem einfachen H-Atom, nur mit Coulomb-Wechselwirkung und ohne Feinstruktur sind die
Energien der Energiezustiande |n, ¢, m, ms) nur durch die Hauptquantenzahl n festgelegt. Wir
untersuchen die Zustdnde mit n = 2, wenn sie durch eine Wechselwirkung

V:%i?

gestort werden. S ist der Spinoperator und 7 = (x, v, z) der Ortsoperator. Die Entartung der n = 2
Zustdnde, Energien und Eigenzustdnde sollen diskutiert werden.

(a) Wieviele Zustinde mit n = 2 gibt es? Welche? [5]
n = 2 erlaubt / = 0 mit m = 0 oder £ = 1 mit m = 0, £1 (vier Zustdnde), in jedem Zustand
ist ms = £ erlaubt, also insgesamt 8 Zustdnde, die im ungestorten System entartet sind.

(b) Wie verhiilt sich V unter Drehungen und Parititstransformationen?

Unter Paritdtstransformationen werden Ortskoordinaten gespiegelt, also hier nur 7 — —7,
S bleibt unverdandert. Also hat V negative Paritat. [5]

S und 7 sind Tensoroperatoren vom Rang 1 (Vektoroperatoren), aber deren Produkt S - 7 ist
ein Skalar unter Drehungen. Insgesamt ist V' also ein Pseudoskalar. [5]
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Berechnen Sie . .
[V, L] und V,S].

Wir untersuchen die Kommutatoren komponentenweise:
o « .
[Si, V] = [Si, ﬁsjr]] = E?’]’[Si, S]] = ‘xleijkrjsk , [5]
wegen [S;, Sj] = ifie;jS. Fiir [L;, V] betrachten wir
[Li,tm] = €ijklripr rm] = €ijtilpr, tm] = —€ijprjiidpy, = —iheijur;,
wegen [r;, p;] = ili. Insgesamt gilt also
[Li, V] = —OCiSijml’jSm = —ocisi]-krjsk = —[Si, V] . [5]

Insgesamt gilt also
[L+S,V]=0 oder [],V]=0.
Welche Quantenzahlen eignen sich, um die Zustinde zu klassifizieren (warum)? [5]

Damit vertauscht V mit TQ und J;, mit Quantenzahlen j, m;j und die gestorten Zustdande
lassen sich als | j, m;, l,s > klassifizieren.

Welche Auswahlregeln gibt es fiir Aj, Amj, AN, Amy, As, Amg? [5]

Aufgrund der Kommutatoren gilt Aj = Am; = 0. £ kann und wird vom Operator geéndert.

Die Paritit von ¢-Zustdnden ist (—1)’ und V hat negative Paritdt. Darum muss sich £ um
eine ungerade Zahl &ndern. Da nur ¢ = 0, 1 vorkommen, muss gelten Al = £1. Amy ist nicht
weiter eingeschrankt. V enthélt L;, die sich zu L+, L, kombinieren, also kann Am, die Werte
0, =1 annehmen. s = % ist unverdnderlich. Zusammen mit Am, muss gelten Ams = 0, j:%,
und zwar so, dass Amj = Amy+ Ams =0 bleibt.

Welche Matrixelemente geben nichtverschwindende Beitrige zur Energiekorrektur in erster Ord-
nung Storungstheorie? [5]
j kann nur die Werte % oder % annehmen. Ein (j = %)-Zustand kann nur aus ¢ = 1 und
s = % gebildet werden. Wegen A¢ = 1 verschwinden also alle Matrixelemente mit den vier

Zustinden j = %,m]- = i%, i%, insgesamt 3 - (4 x 4) Matrixelemente. Es bleiben nur die
(4 x 4) Matrixelemente mit den vier Zustdnden

_ 11 p_ _ 1
jmj=+3,0=015=1).

NI—

]':

Da Am; = 0 und A/ = £1 bleiben nur vier Matrixelemente, die nicht verschwinden, von
denen offensichtlich je zwei mit festem m; und £ = 0, 1 zueinander komplex konjugiert sind.

Die gleiche Diskussion kann auch fiir die Matrixelemente in der Basis | £, my, s, m; ) gefiihrt
werden. Hier bleiben jedoch zunédchst acht Matrixelemente, da zu festem m; jeweils zwei
Zustinde mit ¢ = 1 einen Beitrag geben fiir die m + m; = j:%. Davon sind jeweils zwei
zueinander komplex konjugiert. Alle anderen Matrixelemente verschwinden aufgrund der
Auswahlregeln.
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(e)

Argumentieren Sie, dass die nichtverschwindenden Matrixelemente alle einen Wert ¢ oder den kom-
plex konjugierten c* annehmen, c ist ein zunichst unbestimmter Wert. [5]

Wir wenden nacheinander ]/ und dann ], auf einen Zustand | jm ) an,

JoT-Ljm) = mJiG+1) = (m = 1) (m =1+ 1)y/j(+1) = m(m = 1) | jm)
=12(j(j+1) —m(m—1)) | jm)

Also
(jm|V]e]-]jm)=02(j(j+1) = m(m—1)(jm|V|jm)
Da [V,]] = 0, giltauch [V,]+] = 0. Da J; = Jx + il, = J© (J; sind hermitesch), gilt bei
Anwendung der Leiteroperatoren jeweils nach rechts und links ebenso
(jm|V]s]-|jm) = (jm|JeV]-|jm) = (J-(jm)|V|]-(jm))
=1*(j(j+1) —m(m—1))(jm—1|V|jm—1)
also insgesamt
(jm|V]jm)=(jm=1[V]jm=1).

Das gleiche gilt analog fiir die umgekehrte Reihenfolge J_ ], statt [, J_, und damit fiir alle
Matrixelemente, die sich nur in m unterscheiden. Es gibt fiir uns also vier Matrixelemente,
zwei (je eines fiir m; = j:%) mit einem Wert c und zwei komplex konjugierte mit c*.

Die Argumentation funktioniert in der | ¢, m, s, m; ) Basis nicht, da die verwendeten Vertau-
schungsrelation hier nicht anwendbar sind. Es gibt verschiedene Werte der Matrixelemente,
je nach dem Wert von m, und ms.

Driicken Sie Zustinde |j = 1,j. = +1) durch Zustinde |{,m) ® |s,ms) mit £ = 0,1 aus.

Berechnen Sie Clebsch-Gordan Koeffizienten explizit. | = L + S mit den dazugehorigen Quanten-
zahlen.

Wir schreiben die j-Zustdande wie in der Vorlesung als einfaches ket | jm ) und die beiden

gekoppelten Zustinde als doppeltes ket, | £, ) |sms ). Bei £ = 0,5 = 3 gibt es nur jeweils

einen Zustand,
2 £2)=100)[3 £3)
Fiir / = 1 beginnen wir mit dem eindeutigen Zustand hochsten Gewichts,
23)=[11)]33) [5]
und wenden auf beiden Seiten einmal den Absteigeoperator | an und erhalten
V3|3 3) =mV2[10)[35) +r[11)]5 —3),
also
1) = ol ) A - 1), 5]
Der Zustand | 3 %) muss orthogonal zu | 3 1) sein, also bekommen wir
1) =il - - il
1

mit der Vorzeichenwahl nach Condon-Shortley Konvention. | 3 — 1) entspricht diesem mit
jeweils negativen 11, und m; und insgesamt negativem Vorzeichen (—1)/=—% = —1. [5]
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(f) Berechnen Sie die Matrixelemente
(n=2,0=0,j,j:|V|n=2=1,j,jz)

mit Hilfe der Ortsdarstellung der Bahndrehimpulszustinde. Fiihren Sie nur die Winkelintegrale aus.
Berechnen Sie ¢/ R, wobei R der (nicht zu berechnende) Wert der radialen Integration ist,

R :/ rzdrrRél(r)Rzo(r).
0

Wir untersuchen nur Matrixelemente mit j = % und lassen dementsprechend die Angabe
von j im Folgenden weg. Wir kiirzen wie tiblich die Zustdnde n = 2,/ = 0,1 mit 2s,2p ab.
Um die z-Komponenten von J und S zu unterscheiden, schreiben wir fiir m i = :I:% nur +

und fir mg = j:% nur T). Nach der Diskussion oben miissen wir nur ein Matrixelement
berechnen, denn

(25+ |V |2p+) = (2p+| V |25+ )" = (25- |V |2p-) = (2p-| V| 25-)".

Wir berechnen
c=(2s+|V|2p+).

In V = a§ - 7/h kommt nicht f, sondern S vor, ebenso die Ortskoordinaten ¥, Y,z und wir
konnen fiir unsere Zwecke umformen zu

S, +S_  S,-5

S 7=2xSx+yS, +2S; =x > Ty — +2z5;
1 . .
=3 [(x —iy)S4+ + (x +iy)S_ + 2z5;]
1 . .
=57 [e_w sindSy +e?sindS_ —i—2cost952} . [5]
Dabei haben wir die Leiteroperatoren S+ = Sy +iS, verwendet und im letzten Schritt

sphérische Polarkoordinaten (r, 9, ¢) eingefiihrt. Wir kennen einerseits die Ortsdarstellung
der Wasserstoffwellenfunktionen in der Basis | # £ m ) und kennen die Spinzustande | m; ) =
|1),]4). In Teilaufgabe (e) haben wir die (j = 5)-Zustinde durch die | £m ) | sms ) ausge-
driickt,

[254) = |j=2mj=+30=05=3)=[33)=[00)[33) =[201)

sowie
[2p+) =|j=3m=+3l=1s=3)=]5})
=315 —3)—/3110)]33)
=/3]2p1) ) —\/3]2p01)
Mit

S:t 4y =514, Sl =hIt), SN =nl),
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und der Orthogonalitit der s-Zustinde kénnen wir S - 7 anwenden:

c= % [\/§<st¢ |V |2p1l) — \/§<2s0T |V |2p0t >}
= g {\/g<250 | re’i¢sinl9}2p1>— \/g<250{rc0319|2p0>} [5]

Nun kénnen wir in der Ortsdarstellung die Wellenfunktionen in Polarkoordinaten einsetzen
und die Integrationen ausfiihren. Anstelle der direkten Integration setzen wir auch fiir die
tibrigen Operatoren in der Ortsdarstellung Kugelfunktionen ein,

. 8 1
e—léﬂsinﬂ:,/?"Y;l(Q), cos ¥ = ?NY{)(Q).

und ersetzen die Radialfunktionen durch R, wie in der Aufgabenstellung angegeben,

c=*5 [a0 [\@@Yé’*mml(nm(m A ever@

Fiir Yg setzen wir direkt ein Yg =1/V4n, Ylo ist reell und Y| T— Yll*,

V2 [aax @) - 15 [aavi@r v

so dass wir anstelle der Integrationen die Orthogonalititsrelationen der Kugelfunktionen
verwenden konnen, die in der angegebenen Form auf 1 normiert sind. Damit bekommen
wir das Resultat

4

C_(xR
2

ocR{Z 1} aR
C = — —

2 [3 3] 6

und die Antwortc/R =« /6. [5]

Welche Eigenzustinde gibt es zu welcher Energiekorrektur? Wie wird also die Entartung der n = 2-
Zustinde aufgehoben?

Mit den bekannten reellen Matrixelementen c in der | jm; £ s )-Basis haben wir die Storma-

trix. Diese hat zwei 2 x 2-Blocke der gleichen Gestalt, jeweils ftir m; = +1. Wir bekommen

also in einer Basis { 25] = %,mj >, 2pj = %,mj > die Stérungen

|25—) [2p—) |2s+) |2p+)
|25—) 0 c _ |2s+) 0 c —coy .
|2p—>( c 0 ) |2p+>( c 0 > §

Wir kennen die Eigenwerte und Eigenvektoren der Pauli-Matrix oy, also haben wir die Fi-
genwerte +c zu den Eigenvektoren

1 . .
5 (12si=4m) = 20j=4m)) 5]
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Als Resultat der Storung V bekommen wir folgendes Gesamtergebnis: von den acht entar-
teten Zustdnden mit Energie Eq bleiben vier ungestorte Zustande mit j = % Eine Korrektur
erfahren die Zustande

1 . , aR
EOZS]:%&%HIZWZ%/i%» zu  E=FEo+ -,
1 , , aR
ﬁ<]2s]:%,:|:%>—|2p]:%,:|:%>> . E=Eg—". [5]
Aufgabe 2: Identische Teilchen im Dreieck [15]

Drei identische Teilchen mit Spin s = O befinden sich an den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks. Das Sy-
stem kann sich frei um die z-Achse, die senkrecht zum Dreieck durch dessen Mittelpunkt verliuft, drehen.
Welche Einschrinkungen an die Eigenwerte vom Drehimpuls |, gibt es (warum)?

Es handelt sich um drei ununterscheidbare Teilchen ohne Spin. Die Drehung eines Zustandes | ¢ )
um einen Winkel « um die z-Achse ist durch

0. - (o

gegeben. Wenn |, | ¢ ) = him | ¢ ) ergibt, muss aufgrund der Symmetrie des Systems
127 i4mr
oxp (3 5 1= ) 19) =exp (—5 500 ) 19) = [9)

gelten. Oder mit einer ganzen Zahl n

2
—nm =2n.

3

Das ist erfiillt, wenn m = 3n. Damit ergibt auch die Drehung um a = 47/3 wieder die gleiche
Wellenfunktion. Die Bedingung fiir « = 471/3 allein wiirde m = 3n/2 ergeben, womit nicht beide
Bedingungen gleichzeitig erfiillt werden konnen.

*) Die detailliertere Bewertung der Aufgabenteile gibt eine Orientierung.



