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Aufgabe 1: Harmonischer Oszillator [4]
Betrachten Sie den eindimensionalen harmonischen Oszillator mit dem Hamilton—-Operator
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Zum Ubergang in die Energiedarstellung definiert man zweckmégig die Erzeugungs— und Ver-
nichtungsoperatoren a', a als

[p,x]=—ihl.

(a) Berechnen Sie den Kommutator [a, af } .

(b) Driicken Sie H, x und p durch a, a’ sowie N = afa aus.

(c) Angewandt auf Energieeigenzustinde |n ) wirken af, a als Erzeugungs— und Vernichtungs-
operatoren, weil af |n) = ¢ |[n+1)unda|n) = c|n —1). Bestimmen Sie die beiden Kon-
stanten c, ¢’.

(d) Berechnen Sie schliefilich die Matrixelemente von x und p in der Energiedarstellung, also
Xpn = (m| x| n)und pyy = (m| p|n).
Aufgabe 2: Evolution des harmonischen Oszillators im Schrédinger-Bild [5]

Der eindimensionale Oszillator aus Aufgabe 1 sei zur Zeit t = 0 durch den Zustand

|<p<o>>=%<|o>+|1>)

in der Energiedarstellung gegeben. Berechnen Sie unter Zuhilfenahme Ihrer Ergebnisse aus Auf-
gabe 1

(H), (x),(p), (&), (p*), (80)", (Ap)®
zu beliebigen Zeiten t > 0 und tiberpriifen Sie schliefilich die Unschérferelation.
Aufgabe 3: Zweidimensionaler Hamiltonoperator [4]
Diagonalisieren Sie den zweidimensionalen Hamiltonoperator
H=hw([1)X1]=[2)(2[+[1)(2]+[2)1]).

Also bestimmen Sie zunéchst die Eigenwerte und Eigenkets in der {|1),]2) }-Basis und geben
Sie schliefilich die Spektraldarstellung von H an.
(b.w.)
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Aufgabe 4: Rechnen mit Vektoren im Hilbertraum 3:-1+2-2=7]

Die Vektoren | v ), | vy ) bilden ein vollstindiges Orthogonalsystem (VONS) in einem zweidi-
mensionalen Hilbertraum H. Darin sind ebenfalls die Vektoren

o) =B =)o) +(A+2)[v2) , |x)=0+D)]v1)+(1—0)|02)
gegeben.
(a) Berechnen Sie das Skalarprodukt (x| ¢ ).
(b) Bestimmen Sie die Komponenten von | ¢ ) und | x ) beziiglich der orthonormierten Vektoren

b o), m) = o) — o) .

1
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(c) Gegeben sei ein linearer Operator A auf dem gleichen Hilbertraum. Zeigen Sie am obigen
Beispiel explizit, dass die Spur unabhéingig von der gewéhlten Basis ist, also dass

SpA =% (vi|Alvi) =% (ui| Alu;) .
t f

| u1)

(d) Projektoren P; auf Unterrdaume H; haben die Eigenschaften Pl-2 = Piund §; P; = 1 (Vollstédn-
digkeit), falls die H; den gesamten Raum H aufspannen. Betrachten Sie nun die Projektoren
Py = |uy uj |und P, = |v1 )(v1 |. Bestimmen Sie die Komponenten von P, beziiglich | v; )
und die von P, beziiglich | u; ). Schreiben Sie schlieSlich P, in der Basis | v; ).

(e) Zeigen Sie die Eigenschaft der Spur eines Operators aus Teil (c) nun allgemein in einem
Hilbertraum beliebiger Dimension.
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