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Aufgabe 35: Permutationen und Spin [5]

Ein System zweier Elektronen werde von einem spinunabhängigen Hamiltonoperator H beschrie-
ben.

(a) Durch welche Eigenzustände wird das System charakterisiert? Zeigen Sie, dass diese Eigen-
zustände gleichzeitig Eigenzustände des Zweiervertauschungsoperators P12 mit den Eigen-

werten ±1 sind. Es gilt P12 | a 〉(1) | b 〉(2) = | b 〉(1) | a 〉(2) .

(b) Zeigen Sie, dass P12 in der Form

P12 =
1

2

(

1 +
4

h̄2
~S1 · ~S2

)

durch die Spins ~S1, ~S2 der zwei Elektronen ausgedrückt werden kann.

(c) Wie muss die Gesamtortswellenfunktion also für die verschiedenen Eigenzustände von P12

durch die Wellenfunktionen der Einzelelektronen ausgedrückt werden? Berechnen Sie die
Energiekorrektur ∆E durch ein Potential U(~x1 −~x2) in erster Ordnung Störungstheorie.

Aufgabe 36: Austauschwechselwirkung im He–Atom [5]

Berechnen Sie das Austauschintegral (s. Vorlesung)

J =
∫

d~r1d~r2ψ100(~r1)ψnlm(~r2)
e2

4πε0 r12
ψ∗

100(~r2)ψ
∗
nlm(~r1) ,

das in der Energiekorrektur ∆E = I ± J auftaucht, wenn die Wechselwirkung der zwei Elektro-
nen als Störung angenommen wird. Die ψnlm(~r) sind die bekannten Wasserstoffwellenfunktio-
nen. Die Elektronen befinden sich in einer (1s)(nl)–Konfiguration. Wir beschränken uns in dieser
Rechnung auf den Spezialfall n = 2, l = 1.

Hinweis: Verwenden Sie die Identitäten

1

r12
=

1

|~r1 −~r2|
=

1
√

r2
1 + r2

2 − 2r1r2 cosγ
=

∞

∑
l=0

rl
<

rl+1
>

Pl(cosγ) ,

wobei (r< = min(r1, r2), r> = max(r1, r2)), sowie

Pl(cosγ) =
4π

2l + 1

l

∑
m=−l

Ym
l
∗(Ω1)Ym

l (Ω2)

und die Orthogonalitätsrelationen der Kugelflächenfunktionen.
(b.w.)
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Aufgabe 37: Dirac–Teilchen im elektromagnetischen Feld [5]

Ein Dirac–Teilchen im elektromagnetischen Feld (φ, ~A) wird durch den Hamiltonoperator

H = c~α · ~π +βmc2 + eφ, ~π =
h̄

i
~∇− e~A

beschrieben. Verwenden Sie die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen um

(a) den Geschwindigkeitsoperator ~v = d~r/dt zu bestimmen und

(b) zu zeigen, dass auch auf Operatorniveau die Lorentzkraft ~F = d~π/dt als

~F = e
(

~E +~v × ~B
)

geschrieben werden kann.
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