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Aufgabe 22: Isospin

In der Elementarteilchenphysik unterscheidet man vier fundamentale Wechselwirkungen: star-
ke, schwache, elektromagnetische und gravitative. Experimentell zeigt sich, dal die starke
Wechselwirkung den Unterschied zwischen Proton und Neutron nicht sieht. Analog zur al-
gebraischen Quantisierung des harmonischen Oszillators von gegebener Frequenz haben wir
nunmehr fermionische Erzeuger und Vernichter P(l, P, fiir ein Proton im gegebenen Zustand
la) und N, N, fiir ein Neutron im gegebenen Zustand |a):

{Na,Ng} = O0ap = {POMPQT}7 [Navpﬁ] = [N;rngT] = [NOHPﬁT] = [N;rupﬁ] :07

wobei der Antikommutator {-,-} unter Aufgabe 24 definiert ist. Die Operatoren
T%:=> PIN,, T =Y NiP,
[e% [e%

ersetzen Neutronen durch Protonen (bzw. umgekehrt). Folglich miissen diese Operatoren mit
dem Hamiltonoperator H der starken Wechselwirkung vertauschen,

[H,,T*] = [H,,T"] = 0.

a) Berechnen Sie den Operator T3 := [T+, T~] und zeigen Sie, dal auch dieser mit H
vertauscht.
(1 Punkt)

b) Zeigen Sie, dafi die Operatoren T, T~, T3 die Drehimpulsvertauschungsrelationen
erfiillen, indem Sie [T3,T7] explizit berechnen. Diese Symmetrie unter 7%, T3 nennt
man Isospin-Symmetrie.

(2 Punkte)

Aufgabe 23: Besetzungszahldarstellung und Fockraum fiir identische Bosonen
Der Einteilchen-Hamiltonoperator H = §2/2m + V(%) fiir ein bosonisches Teilchen habe ein
rein diskretes Spektrum mit Energieeigenwerten Fy, Fo, ... und zugehorigen Figenfunktionen

Y1), [4b2), - ..

a) Begriinden Sie: Der Zustandsraum H(®Y) fiir N identische, nicht miteinander wechsel-
wirkende Bosonen mit diesem Einteilchen-Hamiltonoperator H besitzt eine Basis der

Form
{‘Tll,ng,...>},
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wobei ) . n; = N, und n; gibt an, wieviele Teilchen sich im Energieeigenzustand |¢;)
befinden.
(1 Punkt)

Wir wollen nun einen erweiterten Zustandsraum konstruieren, der Zustdnde mit beliebiger
Teilchenzahl beinhaltet. Dieser Raum heifit Fockraum und ist definiert als direkte Summe von
Réaumen mit fester Teilchenzahl:

F = é HWN)
N=0

Hierbei ist HWY) fiir N > 1 der N-Teilchenzustandsraum und HO) ein eindimensionaler Vektor-
raum, der von einem einzigen Basisvektor |0) = |0,0,...) aufgespannt wird und das Vakuum
représentiert.

Weiter definieren wir Vernichtungsoperatoren a;, die aus einem gegebenen IN-Teilchenzustand
ein Teilchen im Zustand [¢;) entfernen, die Gesamtteilchenzahl also um eins verringern,

b)

c)

a; ‘77‘1777‘27 N > =Ny ’n17n27 sy Mi—1,MG — 17n’i+17ni+27 N >

Zeigen Sie, daf3 der adjungierte Operator aj- als Erzeugungsoperator wirkt:

a;r [ni,mo, ... ) =Vng+ 1ng,ng, ..o mimg,ng + Lnger, nia, .. )

(1 Punkt)
Berechnen Sie die Kommutatoren

[aia a]] ) [CLL CL}L] ) [aia a;] .

(1 Punkt)

Wir wollen nun einen Basiswechsel durchfiihren: Anstelle der H-Eigenzustinde [v¢;) sollen
Ortseigenzustinde |Z) verwendet werden. Den Vernichtungsoperator fiir ein Teilchen am Ort
# nennen wir ¥(&); Wi(Z) ist der zugehérige Erzeuger.

d)

Berechnen Sie den Kommutator [¥(Z), U1 (7).

Hinweis: Die Basistransformation iibertriagt sich direkt auf die Erzeuger. Driicken Sie
also zunéchst U durch die a; aus. Verwenden Sie auflerdem die Vollstédndigkeit und
Orthonormiertheit der beiden Basen.

(1 Punkt)

Bringen Sie den zeitunabhéngigen Operator \i’(a_:') ins Heisenbergbild und zeigen Sie, dafl
Uy (#,t) der Schrodingergleichung
AUy (Z, 1) o, .
h———— = —— V(Z) | (2t
i i” 5 Ve+ V(D)) Y2 t)
geniigt, wobei V(Z) das Potential aus dem Einteilchen-Hamiltonoperator H ist.
Hinweis: Der Hamiltonoperator im Fockraum kann durch Anzahloperatoren ausgedriickt

werden.
(1 Punkt)
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Aufgabe 24: Supersymmetrie

Der Hamiltonoperator des eindimensionalen harmonischen Oszillators lautet Hp = %hw (aTa + aaT),
wobei die Erzeuger und Vernichter af, a die Vertauschungsrelationen

[a,a'] =1, la,a] = [af,al] =0
erfiillen. Wir definieren nun ein dhnliches System mit dem Hamiltonoperator
Hi = 3w (b0 — 0t |

wobei

bofy=1,  {bb} ="} =0.

Hierbei bezeichnet {-,-} den Antikommutator, allgemein: {A, B} = AB + BA.

Bestimmen Sie zunéchst die Eigenwerte von Hp. Gibt es eine Besetzungszahldarstellung und
Auf- und Absteigeoperatoren analog zum gewthnlichen harmonischen Oszillator?

Nun betrachten wir die Summe H = Hg+ Hp, die auf dem Tensorprodukt der Zustandsriume
operiert. Zeigen Sie, daf3 die Operatoren

Q=a'b, Q =bla

mit H vertauschen. Was folgt daraus fiir das Spektrum von H? Welche Zusténde sind entartet?
Zeigen Sie, dafl

o 1
(3 Punkte)

Erlduterung: Die Anregungen des harmonischen Oszillators Hp verhalten sich wie Bosonen, diejenigen
von Hp wie Fermionen. Unter Supersymmetrie versteht man allgemein eine Symmetrie, die bosonische
mit fermionischen Freiheitsgraden verkniipft. Gemeinsam mit H (dem Generator fiir Zeitverschiebun-
gen) bilden die Generatoren @, Q' der Supersymmetrie eine liealgebrashnliche Struktur, bei der aber
neben Kommutatoren auch Antikommutatoren vorkommen. So etwas nennt man eine Super-Liealgebra
(engl.: graded algebra).
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