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Aufgabe 31 (4 Punkte)
Epstein-Formel und Hellmann-Feyman-Theorem:
Betrachten Sie einen Hamiltonoperator H ≡ H(~λ) mit stationären Eigenwerten En ≡ En(~λ) und

Eigenvektoren |Ψn〉 ≡ |Ψn(~λ)〉, die (stetig und differenzierbar) von einem Parameter ~λ abhängen.
Die Eigenvektoren seien orthonormal, so dass 〈Ψm|Ψn〉 = δnm, 〈Ψm|H |Ψn〉 = Enδnm. Bilden

Sie von diesen Gleichungen jeweils auf beiden Seiten die Ableitung bezüglich ~λ und zeigen Sie,
dass für m 6= n die Epstein-Formel

〈Ψm|~∇~λ
|Ψn〉 =

〈Ψm|~∇~λ
H |Ψn〉

En − Em

(1)

folgt, und für m = n das Hellmann-Feynman-Theorem

〈Ψn|~∇~λ
H |Ψn〉 = ~∇~λ

En. (2)

Aufgabe 32 (5 Punkte)

Berry-Feld für dreidimensionalen adiabatischen Parameter ~λ:
Für einen dreidimensionalen adiabatischen Parameter ~λ kann die Berry-Phase mittels des
Stokesschen Theorems geschrieben werden als

γn(C) =

∮

C

~Cn(~λ)d~λ =

∫

S

[

~∇~λ
× ~Cn(~λ)

]

d~f ≡

∫

S

~Qn(~λ)d~f (3)

mit ~Qn(~λ) = ~∇~λ
× ~Cn(~λ) und ~Cn(~λ) = Im〈Ψn|~∇~λ

Ψn〉. Hier ist S die von der geschlossenen
Kurve C eingeschlossenen Fläche. Desweiteren nehmen wir an, dass |Ψn〉 und En Eigenvektoren

und Eigenwerte der Schrödingergleichung H(~λ)|Ψn(~λ)〉 = En(~λ)|Ψn(~λ)〉 sind.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass ~Qn(~λ) mittels des Kreuzprodukts geschrieben werden kann als

~Qn(~λ) = Im
∑

m

〈~∇~λ
Ψn|Ψm〉 × 〈Ψm|~∇~λ

Ψn〉. (4)

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass der Term mit m = n in Gl. 4 verschwindet.

(c) (2 Punkte) Verwenden Sie die Epstein-Formel aus Aufgabe 31, um zu zeigen dass

~Qn(~λ) = Im
∑

m 6=n

〈Ψn|~∇~λ
H |Ψm〉 × 〈Ψm|~∇~λ

H |Ψn〉

(En − Em)2
. (5)



Aufgabe 33 (8 Punkte)
Berry-Phase für Spin- 1

2
im zeitabhängigen Magnetfeld:

Betrachten Sie den Hamiltonoperator für einen Spin- 1

2
im Magnetfeld ~B(t), H = −h̄µe~σ ~B(t)

mit dem magnetischen Moment µe. Der Vektor des Magnetfeldes bewege sich während des
Zeitintervalls [0, T ] adiabatisch entlang einer geschlossenen Kurve C. Wir können dann das

Magnetfeld ~B(t) als adiabatischen Parameter ~λ(t) auffassen. Der Hamiltonoperator ist dann

nur implizit zeitabhängig über ~B(t). Die beiden stationären Spin-Eigenvektoren zum Hamilton-

operator H( ~B) = −~σ ~B seien mit |Ψ±( ~B)〉 bezeichnet. Die Eigenwerte sind E±( ~B) = ∓h̄µe| ~B|.

(a) (4 Punkte) Zeigen Sie unter Verwendung von Gl. (5) [mit ~λ = ~B und n = ±, m = ± als
Quantenzahlen], dass das Berry-Feld durch

~Q±( ~B) = ±
~eB

2B2
(6)

gegeben ist. Leiten Sie daraus die Berry-Phase γ±(C) her, und zeigen Sie, dass ihr Betrag
durch den halben Raumwinkel gegeben wird, den die Kurve vom Koordinatenursprung
~B = 0 aus gesehen aufspannt.

(b) (4 Punkte) Leiten Sie die Ergebnisse aus Teilaufgabe (a) explizit her, indem Sie die Pa-
rameterisierung durch Polarwinkel ϑ, φ bezüglich der z-Achse verwenden, wobei die Feld-
komponenten die Gleichungen tanϑ =

√

B2
x + B2

z/Bz und tanφ = By/Bx erfüllen, und die
Eigenvektoren durch

|Ψ+( ~B)〉 = cos
ϑ

2
|↑〉 + eiφ sin

ϑ

2
|↓〉 (7)

|Ψ−( ~B)〉 = sin
ϑ

2
|↑〉 − eiφ cos

ϑ

2
|↓〉. (8)

gegeben sind. Der Anfangswert bei t = 0 sei der Eigenvektor für einen Spin, der in Richtung
des Magnetfeldes ~B0 ≡ ~B(t = 0) ausgerichtet ist, |Ψ( ~B0)〉 = |Ψ+( ~B0)〉. Wir wollen uns auf
den Fall beschränken, dass ϑ zeitlich konstant bleibt. Zeigen Sie, dass die Berry-Phase in
diesem Fall durch γ±(C) = ±2π sin2(ϑ

2
) = ± 1

2
Ω(C) gegeben ist, wobei Ω(C) der Raumwinkel

der Kurve C vom Koordinatenursprung gesehen ist.

Aufgabe 34 (3 Punkte)
Drehimpulserhaltung:

(a) (1 Punkt) Berechnen Sie den Kommutator des Bahndrehimpulses ~L mit dem Dirac-
Hamiltonoperator HD = c~α · ~p + βmc2.

(b) (1 Punkt) Berechnen Sie den Kommutator des Spinoperators mit dem Dirac-Hamiltonoperator.

(c) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass der Operator des Gesamtdrehimpulses mit dem Dirac-Hamiltonoperator
vertauscht.


