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Hinweis: Die Vorlesung am Freitag den 30.10.2010 fallt aus.

Aufgabe 3 - Klassischer Limes der Schrodingergleichung (6 Punkte)

In dieser Aufgabe untersuchen wir den Zusammenhang zwischen WKB-Nédherung und
klassischem Limes. Wir betrachten dazu ein Teilchen der Masse m im dreidimensiona-
len Raum, unter Einfluss eines Potentials V/(x).
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(b)
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(d)

Machen Sie den Ansatz ¥(X,t) = A(X,t)exp(iS(X,t)/R) fir einen Zustand des
Teilchens (in der Ortsraumdarstellung). A und S sind dabei zwei reelle Funk-
tionen. Zeigen Sie, dass die folgenden Gleichungen dquivalent zur Schrodinger-
gleichung fiir das Teilchen sind:

s 1 - - R AA
ot Tam (VS (VS V =50 @
0A - - 1
Mo~ 4 (VA) - (VS) + =AAS = 0. )
ot 2
(2 Punkte)

Betrachten Sie zunéchst Gleichung (2): Fiihren Sie die Groen p = mA? und § =
A2VS ein, und zeigen Sie dass sich (2) auch so schreiben ldsst:
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Was ist die Bedeutung von p, p und (3) in der Quantenmechanik? (ein Punkt)

Nun betrachten wir den klassischen Limes der Gleichungen (1) und (2). Geben
Sie zunéchst eine klassische Interpretation fiir p, p und (3). Nehmen Sie dann den
Limes h — 0 von Gleichung (1), und zeigen Sie dass in diesem Limes die Glei-
chung
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folgt. V ist hier definiert als vV = p/p. (2 Punkte)

Zeigen Sie dass der klassische Limes von (1) auch dquivalent zur Hamilton-Jacobi-
Gleichung fiir das Teilchen ist. (ein Punkt)



Aufgabe 4 - Durchgang durch einen Potentialwall in WKB-Néaherung (9 Punkte)

Gegeben sei ein Potential V(x) in einer Dimension mit den folgenden Eigenschaften:
V(x) geht fiir [x| — oo gegen Konstanten, ist {iberall nichtnegativ, und hat nur ein Ma-
ximum. Betrachten Sie ein Teilchen mit der Energie E und der Masse m in diesem Po-
tential. E sei so, dass E > V(x) fiir x < aund fiir x > b,sowie E < V(x) fira < x < b,
d.h. a und b sind die Umkehrpunkte des klassischen Problems. Wir vereinbaren auch
noch folgende Bezeichnungen: Die Bereiche I, II, und III auf der x-Achse seien gegeben
durch x < a (I), a < x < b (IT), und x > b (III).

(a) Machen Sie fiir den Bereich III den Ansatz einer transmittierten (d.h. in Richtung
grofier werdendem x laufenden) Welle fiir die Wellenfunktion. Bestimmen Sie die
Wellenfunktion im Bereich II mit Hilfe der Anschlussbedingung
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wobei A =h/y/2m(E - V(x))und l =h//2m(V(x) — E). (2 Punkte)

(b) Bestimmen Sie, basierend auf dem Resultat aus (a), nun analog die Wellenfunkti-
on im Bereich I. Verwenden Sie hier die Anschlussbedingung
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Schreiben Sie die Wellenfunktion in Bereich I als Uberlagerung einer nach rechts
und nach links laufenden Welle. (3 Punkte)

(c) Berechnen Sie mit Hilfe obiger Resultate und unter der vereinfachenden Annah-
me A(+oo) = A(—oo) den Transmissionkoeffizienten Tyykg und den Reflexions-
koeffizienten Rykp in der WKB-Nédherung. Wie lédsst sich das Ergebnis fiir die
Summe beider Koeffizienten fiir den Giiltigkeitsbereich der WKB-Néherung in-
terpretieren? (2 Punkte)

Der radioaktive «-Zerfall soll durch das Tunneln von «-Teilchen mit Bahndrehimpuls
1l = 0 durch die Potentialbarriere
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beschrieben werden, wobei Z die Kernladungszahl, Z' = 2, R der Kernradius, e die
Elementarladung und r der Abstand vom Zentrum des Kerns ist. Die Zerfallswahr-
scheinichkeit ist proportional zum Transmissionkoeffizienten T = exp(—G).

(d) Bestimmen Sie den sogenannte Gamov-Faktor G in der WKB-Nédherung. Hin-
weis: Gehen Sie vom Radialteil der Schrodingergleichung aus und bestimmen
Sie zundchst die (eindimensionale!) Schrodingergleichung fiir die reduzierte Wel-
lenfunktion u(r) = r¥(r). (2 Punkte)



