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Aufgabe 12 - Das Feynmansche Pfadintegral in der Quantenmechanik (7 Punkte)

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m in einer Dimension, welches sich unter dem
Einfluss eines Potentials V(x) bewegt. Fiir dieses Teilchen untersuchen wir das Matrix-
element

~

U(Xb» Xa,tp — ta) = <Xb | ﬂ(tb - ta) |Xa>> U(At) = eXP(—%ﬁAtL (1)

wobei {| x)} die (uneigentlichen) Eigenzustidnde des Ortsoperators X, sowie X4, Xy, zwei
beliebige Orte und tq < tp zwei Zeitpunkte sind. H ist der Hamiltonoperator des Teil-
chens.

(a) Geben Sie eine physikalische Interpretation von U(xy, Xq, ty — ta) an. (ein Punkt)

R.P. Feynman fand in den 40er Jahren des letzten Jahrhunderts eine Darstellung des
Matrixelementes (1) durch ein Pfadintegral,!

t
U(xp, Xa, ty — ta) = J Dix(t)] eSXUIMR g (t)] = J " at (;mxz — V(x)> :
X(ta)=Xa t

x(tp )=xp

2)
Hier steht D[x(t)] fiir ein bestimmtes Mafs auf dem Raum der Teilchentrajektorien (‘Pfa-
de’) x(t). Es wird nur {iiber solche Trajektorien integriert, die die Randbedingungen
X(ta) = Xq, X(tp) = xp erfiillen. Ansonsten sind die Trajektorien aber beliebig, insbe-
sondere miissen Sie nicht die klassischen Bewegungsgleichungen erfiillen.
Wir wollen diese Pfadintegraldarstellung plausibel machen. Sei dazu N € Nund € =
(tp — ta)/(N + 1). Dann kann man schreiben

o0 oo

U(xp, Xa, to —ta) = J dx; ... J dxn Ulxp, xn, €)U(xn, xn-1, €) ... U(x1,Xq, €). (3)
(b) Zeigen Sie (3). (ein Punkt)
(c) Nun betrachten wir U(xn, xn_1, €) fiir kleines €. Zeigen Sie

© d i i p?
Uknxn1i€) = [ 38 exp [ pxn — o) = e+ Vi), @)

indem Sie die Exponentialfunktion entwickeln und héhere Ordnungen in e ver-
nachléssigen. (2 Punkte)

Diese Darstellung von Ubergangsamplituden durch Pfadintegrale ist von grofier Bedeutung in der
Physik. Sie ist allerdings nicht mathematisch rigoros, und einige Fragestellungen, z.B. im Zusammenhang
mit Unitaritit, lassen sich nicht mit ihr untersuchen.



(d) Zeigen Sie weiter

U(XTL) Xn71 ) €) ~ 27'[1}_1€ € ) (5)
wobei Vi = exp(ir/4). Hinweis: Sie konnen
T dx a , 1
exp |i=x"| = fira<0 6
J V2n P { 2 } ilal ©)
verwenden. (2 Punkte)

(e) Machen Sie unter Verwendung der bisherigen Resultate eine Darstellung der Form
(2) plausibel. Hinweis: Betrachten Sie den Limes N — oo. (ein Punkt)

Aufgabe 13 - Neutrino-Oszillationen (5 Punkte)

Neutrinos konnen von einem Wechselwirkungs-Eigenzustand (Flavor) in einen anderen
tibergehen. Dies hingt damit zusammen, dass die Neutrinos Massen besitzen, und die
Masse-Eigenzustande keine Flavor-Eigenzustinde sein miissen. Wir wollen hier zur
Vereinfachung nur zwei Neutrino-Flavors v, vy, betrachten. Fiir den Zusammenhang
zwischen Flavor-Eigenzustinden |vg), | vy) und den Masse-Eigenzustinden | v1), | v2)
kann man dann schreiben:

|'Va) = cos0|vq) +sinB|vy), |'Vp) = —sin 0] vy) + cos 0| vy). (7)

Der Winkel 8 wird auch als Mischungswinkel bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit einer
Flavordnderung lasst sich fiir ultrarelativistische Neutrinos wie folgt berechnen:

chm2L>

4RE, ®)

Pop = sin?(20) sin? <
Hierbei ist Am? = m% — m% die Differenz der Quadrate der Neutrinomassen, L die
Flugdistanz zwischen Erzeugung (im Flavor-Eigenzustand | v)) und Beobachtung der
Neutrinos, und E, ist die Neutrinoenergie. Zeigen Sie (8).
Hinweis: Geben Sie die Wahrscheinlichkeit P,_,, zunidchst als Funktion von (E; — E»)
und t an. Benutzen Sie fiir die weitere Rechnung, dass die Neutrinos nahezu mit Licht-

geschwindigkeit fliegen, und ndhern Sie in der Beziehung E; = |/ mZc* + p2c? geeignet
im ultrarelativistischen Limes — bis zur ersten Ordnung in der Energiedifferenz, ansons-
ten bis zur fithrenden Ordnung.
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