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Aufgabe 14 - Darstellungen von Lie-Algebren (7 Punkte)

Eine reelle Lie-Algebra L ist ein reeller Vektorraum in dem eine zusétzliche Verkniipfung
[-,-]: L x L — L definiert ist, die die folgenden Eigenschaften hat:

[a>b] - _[b) a] (1)
[)\1a—|—?\2b,c] :?\1[a,c] +7\2[b,C] (2)
[a, [b,c]] + [b, [c, al]l +[c, [a, b]] = 0 ©)

mit a,b,c € Lund A1,A2 € R.

(a) Die Algebra mit der Basis 1, 1, 13 und der Verkniipfung
3
L, 4] = Z €ijklic (4)
k=1

(und bilinear fortgesetzt auf beliebige Elemente!) wird mit so(3) bezeichnet. Zei-
gen Sie: so(3) ist eine Lie-Algebra. (ein Punkt)

(b) Geben Sie ein weiteres Beispiel (mit Begriindung) fiir eine Lie-Algebra an. (ein Punkt)

Eine Darstellung einer Lie-Algebra auf einem Vektorraum V ist eine lineare Abbildung
m: L — gl(V) (wobei gl(V) den Raum der Operatoren auf V bezeichnet) mit der Eigen-
schaft

7([a,b]) = t(a)7w(b) — t(b)m(a) = [nt(a), t(b)] firallea,b e L. 5)

Die Darstellung heisst irreduzibel, falls V keinen echten Unterraum U mit 7t(£)U C U
besitzt.

(c) Betrachten Sie die lineare Abbildung 7y : so(3) — gl(C?) die durch 7y (1) = —%Gk
definiert ist, wobei o; die Pauli-Matrizen

o R ) R (I B

bezeichnet. Zeigen Sie dass 717 eine Darstellung von so(3) ist. Ist sie irreduzibel?
(ein Punkt)

'Hier und im folgenden geben wir also nur die Wirkung von (multi-)linearen Abbildungen auf einer
Basis an. Wie Sie wissen, kann man daraus die Wirkung der Abbildung auf beliebige Linearkombinationen
rekonstruieren. Beispiel:

3
i, 4l = Z ekl = [Z Cili,Z 4] = Z cid;jeijicli.
k=1 i j

ijk



(d) Betrachten Sie die lineare Abbildung 7, : so(3) — gl(so(3)) die durch m,(1;)lx =
[l;, L] definiert wird. Zeigen Sie dass 7, eine Darstellung von so(3) ist. Ist sie

irreduzibel? (ein Punkt)
(e) Betrachten Sie die lineare Abbildung 73 : so(3) — gl(L%(R3,d>x)) die durch
n3(lk) = —f Lk definiert wird, wobei L; die Komponenten des Drehimpulsope-

rators [ = X x p sind. Zeigen Sie dass 73 eine Darstellung von so(3) ist. Ist sie
irreduzibel? (ein Punkt)

Es seien nun zwei Darstellungen 717 auf V4 und 7, auf V; einer Lie-Algebra L gegeben.

(f) Zeigen Sie, dass mg(l) = mi(l) ® Iy, +1v, ®m,(1) eine Darstellung von L auf
Vi ® V, ist. (ein Punkt)

(g) Zeigen Sie, dass g (1) = mi(1) @ m(1) eine Darstellung von L auf V; ¢ V; ist.
(ein Punkt)

Aufgabe 15 - Die irreduziblen Darstellungen von so(3) (6 Punkte)

Sei 7t eine irreduzible Darstellung von so(3) auf einem Hilbert-Raum H. Wir verwen-
den die Bezeichungen Ji := im(ly), wobei 1y die in Aufgabe 14 (a) verwendete Basis
von so(3) ist, sowie J? := I% + I% + ]g. Zeigen Sie: ]2 = j(j + 1) I, dim(H) = 2j + 1 und
H wird aufgespannt von Eigenvektoren von J3 mit Eigenwerten —j, —j +1,...,j — 1,j.
j ist hier von der Form n/2 mitn € N.

Hinweis: Verwenden Sie, dass [J, Ji] = 0, um die Wirkung von J2 zu verstehen. Betrach-
ten Sie dann Eigenvektoren fiir J3. Untersuchen Sie die Wirkung von J := J; £ iJ; auf
diese Eigenvektoren, insbesondere auch das Verhalten der Norm unter der Wirkung
dieser Operatoren.

Aufgabe 16 - Rotationsinvarianz und Hamiltonoperator (2 Punkte)

Betrachten Sie ein Teilchen im dreidimensionalen Raum unter dem Einfluss eines ra-
dialsymmetrischen Potentials V(r), r = [X|. Zeigen Sie, dass der Drehimpulsoperator
[ mit dem Hamiltonoperator vertauscht. Zeigen Sie auch, dass der Hamiltonoperator
mit beliebigen Drehoperatoren R vertauscht.



