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Aufgabe 29 - Stromerhaltung (2 Punkte)

Berechnen Sie die Viererdivergenz der Stromdichten

M=) yMD(x), i = (x)ysyMb(x) (1)

(mit p = PTyO) fiir den Fall, dass \ die freie Dirac-Gleichung mit Masse m erfiillt.
Zeigen Sie, dass 0,,j gL fiir masselose Teilchen verschwindet.

Aufgabe 30 - Lorentz-Transformation von Spinoren (7 Punkte)

Die Lorentz-Transformation eines Dirac-Spinors ist gegeben durch
V'(x") = Ad(x), 2)
wobei die Matrix A die Relation
Q%Y = ATyHA 3)
erfillen muss. Q" ist die Transformationsmatrix des 4-Vektors x,
x™M = QM XY, 4)

(a) Zeigen Sie, dass die Dirac-Gleichung forminvariant unter Lorentz-Transforma-
tionen ist. (ein Punkt)

(b) Zeigen Sie, dass man fiir eine infinitesimale Lorentz-Transformation

qu:nuv+wuv+o(w2) (5)
mit w,, = —w-~,, die Matrix A wie folgt wihlen kann:
1
/\:]I—Fgwwvh/u,YV]- (6)
(2 Punkte)

(c) Berechnen Sie das Verhalten der Stromdichten j* und j§ (sieche Aufgabe 29) unter
Lorentz-Transformationen. Hinweis: Sie konnen verwenden, dass A die Relation
YOATYO = AT erfiillt. (2 Punkte)

(d) Wir wollen eine zu den Teilaufgaben (a), (b) analoge Konstruktion fiir die rdum-
lichen Drehungen eines Spin-1/2-Teilchens durchfiihren. Finden Sie drei 2 x 2-
Matrizen [, die die Relationen

{5, T3} = 26y )



erfiillen. Berechnen Sie die Matrix
1 .
A= H+§w” M, 15 (8)

mit wi; = —wji. Zeigen Sie, dass die zugehorige Transformation von 3-Vektoren
analog zu (4),(5) eine infinitesimale Drehung ist, und A die zugehorige Drehma-
trix fiir einen Spinor. (2 Punkte)

Aufgabe 31 - Dirac-Gleichung und g-Faktor des Elektrons (6 Punkte)

Betrachten Sie die Dirac-Gleichung fiir ein an das elektromagnetische Feld gekoppeltes
Elektron (Ladung e < 0)

(30— ) ne i °

mit den Gamma-Matrizen in der Dirac-Darstellung

0 __ ]12 0 k 0 Gk
Y = (O 7}12 ) Y = 70.k O . (10)
1

o', 02, 03 sind die Pauli-Matrizen. Das Vektorpotential erfiille Ap(x) = 0 und 9pA u(x) =
0. Wir schreiben den Dirac-Spinor als

_ (Pr(x)
a0 = (L), an

wobei 1 und s zweikomponentige Spinoren sind.

(@) Zerlegen Sie die Dirac-Gleichung in zwei gekoppelte Gleichungen fiir 1, fiir
den Fall, dass 1 (x) stationér ist, also die Zeitabhédngigkeit e ‘EYMhat. (2 Punkte)

(b) Wir wollen nun den nichtrelativistischen Limes bestimmen. Die Energie E zer-
legen wir gemd E = mc? + Eng in einen Anteil, der der Ruhemasse des Elek-
trons entspricht, und einen Anteil Exr. Entwickeln Sie die Gleichungen fiir ), s
aus (a) zur nullten Ordnung in Exgr/mc?. Zeigen Sie insbesondere, dass in dieser
Néherung s = 0ist, und {1 der Gleichung fiir ein nichtrelativistisches geladenes

Teilchen
iz+1 B-&) ¥ = ExgY (12)
m 2 gHUB L = ENRWL
in einem elektrischen Feld mit g-Faktor 2 erfiillt. Hier ist @ = —{hV — e/cA und
ug = hle|/(2mc) das Bohrsche Magneton. (2 Punkte)
(c) Wir dndern die urspriingliche Gleichung nun ab, indem wir einen weiteren Term
hinzuftigen:
(s _¢ _ ep v _
[y (mau CAH(X)) me + — S Fa (x)E| h(x) =0, (13)

mit 2" = {AfyH, vV]/4 und B einer dimensionslosen Konstante. Gehen Sie wie in
(b) vor und berechnen Sie den g-Faktor des Elektrons, der aus dieser Gleichung
im nichtrelativistischen Limes folgt. (2 Punkte)



