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Aufgabe 5: Baker–Hausdorff Theorem [5]

Gegeben seien zwei Operatoren A, B mit den Eigenschaften [ A, [ A, B ] ] = [ B, [ A, B ] ] = 0.

(a) Zeigen Sie, dass

[ e−B, A ] = [ A, B ]e−B .

Hinweis: Untersuchen Sie die Funktion f (x) = e−xB AexB. Nach Differenzieren und Integrie-
ren derselben bekommen Sie eine Identität, die Sie schließlich zur Behauptung führt.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a) das Baker–Hausdorff–Theorem

eAeB = eA+Be
1
2 [ A,B ] .

Hinweis: gehen Sie wieder vor wie in (a), diesmal jedoch mit einer Funktion

g(x) = ex(A+B)e−xAe−xB .

Aufgabe 6: Translationsoperator [5]

Untersuchen Sie den Translationsoperator

T (~ℓ) = exp

(

− i

h̄
~p ·~ℓ

)

.

(a) Zeigen Sie für beliebige Funktionen F und G, die durch eine Potenzreihe darstellbar sind,
aufgrund der fundamentalen Vertauschungsrelation zwischen Ort und Impuls die beiden
Relationen

[ xi, G(~p) ] = ih̄
∂G(~p)

∂pi
, [ pi, F(~x) ] = −ih̄

∂F(~x)

∂xi
.

(b) Bestimmen Sie damit den Kommutator [ xi, T (~ℓ) ] .

(c) Wie ändert sich der Erwartungswert 〈~x 〉 bezüglich eines Zustandes | ψ 〉 mit einer Transla-

tion | ψ′ 〉 = T (~ℓ) | ψ 〉?

(b.w.)
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Aufgabe 7: Darstellung von Drehimpulsoperatoren in 3 Dimensionen [3]

In der Vorlesung wurden die folgenden Generatoren Gi aus den bekannten Drehmatrizen abge-
leitet,

Gx =





0 0 0
0 0 −i
0 i 0



 , Gy =





0 0 i
0 0 0
−i 0 0



 , Gz =





0 −i 0
i 0 0
0 0 0



 .

Zeigen Sie, dass die Gi tatsächlich die Drehimpulsalgebra erfüllen.

Aufgabe 8: Unitär äquivalente Darstellungen [7]

Eine übliche Darstellung der Drehimpulsoperatoren in 3 Dimensionen bekommt man direkt aus
der Drehimpulsalgebra, wenn man in die | jm 〉 Basis geht. Die Darstellungsmatrizen ℓi dieser
Darstellung lauten dann

ℓx =
1√
2





0 1 0
1 0 1
0 1 0



 , ℓy =
1√
2





0 −i 0
i 0 −i
0 i 0



 , ℓz =





1 0 0
0 0 0
0 0 −1



 .

Auch die ℓi erfüllen natürlich die Drehimpulsalgebra. Daher müssen die ℓi und die Gi aus der
vorherigen Aufgabe unitär äquivalent sein. Finden Sie die unitäre Transformation U, die die Gi

in die ℓi überführt. Überprüfen Sie die Transformationen explizit, sobald Sie U gefunden haben.
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