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Ubungsblatt Nr. 7 zur Vorlesung Quantenmechanik II

[Hinweis: Die erste Klausur findet am Dienstag, dem 13. Dezember, von 17:45-19:45 Uhr im Gerthsen-
Horsaal statt. Bitte bringen Sie ihren Studentenausweis mit. Als Hilfsmittel ist eine handbeschrie-
bene A4-Seite (beidseitig) zugelassen. Die Ausgabe der Klausuren erfolgt am 20. Dezember in den
Ubungen.]

Atom gekoppelt an eine Mode des elektrischen Feldes
Ein Atom das an eine Mode des elektrischen Feldes gekoppelt ist wird beschrieben durch den Hamilton-
Operator,
hwo

H=Hy+ H, , HO:TUZ—FhwaTa, H, = hgo,(a' +a). (1)

Wobei wir in dieser Aufgabe H; als einen Storterm behandeln. Die Eigenzustdnde des Strahlungsfeldes sind
die bekannten Fock-Zustinde afa|n) = n|n) und die des Atoms sind gegeben durch |+) und |—), mit o, |+) =
t|t), ozx|x) = |F), ox|F) = |£) und o |£) =0.

a) Nehmen sie an, dass wy = w gilt. Berechnen sie die Eigenenergien in erster Ordnung und die dazu
gehorenden Eigenzustinde in nullter Ordnung entarteter Stortheorie in Hy. Zeige sie, dass die Eigen-
zustinde die gleichen sind wie die des Hamilton-Operators, Hyc = hwgo, /2 + hwa'a+hg(o_a’ + ora).

b) Berechnen sie nun die Korrektur zu den Eigenzusténden in erster Ordnung entarteter Stortheorie.

Atom im Strahlungsfeld
Wir verallgemeinern nun den Hamilton-Operator der letzten Aufgabe. Damit wir die Wechselwirkung eines
Atoms (am Platz 7 = 6) mit mehreren Feldmoden mit den Wellenvektoren k beschreiben kénnen, verwenden

WIr:

g
H' =Hy+H; , H|,= Z h‘*’EaEaE + %UZ ) H| = Z hg;: <a+aE + a;%o,> . (2)
E E

wobei g reell ist.

a) Schreiben Sie den Operator H im Wechselwirkungsbild beziiglich H}) (d.h. berechnen Sie e*#ot/h Hj e=iHot/h),

b) Berechnen Sie unter Verwendung der Goldenen Regel der Quantenmechanik die Ubergangsraten I'y _, _
n—n’
sowie I'__, . Die Indizes n und n’ symbolisieren hier die Verteilung der Photonenzahlen auf die Moden

n—n'
n={ng}, n = {n;g} Zeigen sie zuerst, dass diese Raten geschrieben werden kénnen in der Form,
Do = 2y [(= {np}ggo—albl+ {ngh)*6(wo —wp)
n—n’ =
k
Py = 21y |+ {nfHggoragl— {ngh)6(wo — wp).
n—n’ =

i
Summieren sie die Raten iiber alle moglichen Endzustinde des Strahlungsfeldes {n%} Vereinfachen sie
das Ergebniss, indem sie den Ubergang von einem diskreten zu einem kontinuierlichen Strahlungsfeld
3 -
machen, Y =V [ (ST’;Q, und verwenden sie die Dispersionsrelation w; = c|k|.

Bitte wenden ..



Normalkoordinaten:
Wir betrachten N Teilchen der Masse m. Jedes Teilchen befindet sich in einem harmonischen Potential und
ist mit seinem néchsten Nachbar durch ein harmonisches Potential gekoppelt,

N
1 m> m&lg
H= nZ::l {2mpi + T(Qn - Qn—1)2 + D) Q'72L . (3)
Wir wéhlen periodische Randbedingungen, gy = ¢n. Impuls und Koordinate folgen den kanonischen Vertau-
schungsregeln,
[anpm] = i0nmh s [Qnaqm] =0, [pnapm] =0. (4)

Der Hamilton-Operator kann durch die Transformation,

1 ikan o m 1/2 —tkan
qn = Wge Qk Pn*(ﬁ) ;6 Py (5)
diagonalisiert werden. Um die periodischen Randbedingungen zu erfiillen muss gelten,
2wl N N
k=— —— <<= 6
Na ’ 2 ' (6)
mit ganzzahligem [ und wir haben angenommen das N gerade ist.
a) Zeigen sie, dass @y und Py auch den kanonischen Vertauschungsrelationen folgen,
(Qk, Prr] = idgrr . (7)
b) Zeigen sie, dass sich der Hamilton-Operator in folgender Form schreiben lésst,
1
— T T
H=3 Xk: PPl +w?QiQf] (8)

mit wi = 0?2 sin(ka/2)]” + Q2.



