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Ubungsblatt Nr. 10 zur Vorlesung Quantenmechanik II

Eigenschaften der Dirac-Matrizen

a) Zeigen Sie, dass die Dirac-Matrizen in der Standarddarstellung
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folgende Eigenschaften besitzen
(ai)T _ ai, 6T =8, otad +ajai _ 252’]’]]_7 o/ﬂJrﬂo/ =0, (ai)Q _ 52 -1 (2)

b) Zeigen Sie, dass die y-Matrizen der kovarianten Form der Dirac-Gleichung in der Standarddarstellung
(erhalten aus Gl. durch 7% = B und 4* = Ba?) folgende Eigenschaften besitzen
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Zeigen Sie auch, dass die Chiralitits-Matrix v5 = iy°y*4243 mit den anderen y-Matrizen anti-kommutiert

und mit den a-Matrizen kommutiert, d.h. {7, v#} = [y, ] = 0. Zeigen Sie weiter, dass

0, =v
Opy = —Ouu = { —ial, p=0v=1i, wobel o, = 5[7#,%] und X' = 0 i) (4)
epXt,  p=iv=j
Drehimpulserhaltung in der Dirac-Gleichung.
Berechnen Sie die Kommutatoren [H, L] und [H, S] wobei
. 2 . h
H = co - (—ihV) +mc*p, L =x x (—ihV), S = 52, (5)

mit den Dirac-Matrizen a = (al,a?,03) und ¥ = (X1, 32, 3) mit X¢ wie in Gl . Zeigen Sie auch, dass
[H,J] =0, wobei J = L + S den gesamten Drehimpuls darstellt.
Dirac-Gleichung im homogenen Magnetfeld.

Ein Elektron mit der Ruhemasse m bewege sich in einem homogenen Magnetfeld B = (0,0, B). Dieses
Magnetfeld kann durch das Vektorpotential A = (0, Bz, 0) beschrieben werden.
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Sie aus der zeitunabhéngigen Dirac-Gleichung fiir ein Elektron im Magnetfeld B eine Eigenwertgleichung

a) Schreiben Sie den vierkomponentigen Spinor ¥ in der Dirac-Gleichung in der Form ¥ = ( ) und leiten

fiir den zweikomponentigen Spinor ¢, her, indem Sie den Spinor ¢ exakt eliminieren.

b) Lésen Sie die so erhaltene Eigenwertgleichung mit Hilfe des Ansatzes

o1(z,y,2) = x1(x)etkvyth=2)

und bestimmen Sie die Energieeigenwerte.

[Hinweis: Das Eigenwertproblem lisst sich auf die Schrédingergleichung fiir einen verschobenen harmo-
nischen Oszillator zuriickfithren, deren Losung Sie als bekannt voraussetzen kénnen.]

c) Welche Energieeigenwerte erhiilt man im nichtrelativistischen Grenzfall?
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