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(*) Aufgabe 1 (7P) : Clebsch-Gordan-Koeffizienten

(a) Betrachten Sie die Addition zweier Drehimpulse j; = 1 und jo, = 1. Berechnen Sie die Clebsch-
Gordan-Koeffizienten, die den Entwicklungskoeffizienten des Basiswechsels vom Tensorproduktraum
{l71,m1) ® |j2,m2)} = {|j1,J2;m1,m2)} in den Raum der Eigenzustinde des Gesamtdrehimpulses
{|]J, M)} entspechen. Verwenden Sie dazu die Phasenkonvention (j1, j2; j1,J — j1|J, J) > 0.

(b) Leiten Sie fiir beliebige Drehimpulse j; und jo folgende Rekursionsformeln her. Ausgehend von
(41,723 71, J2|J, J) = 1 konnen Sie damit alle anderen Clebsch-Gordan-Koeffizienten berechnen.

a(J, M) {j1,j2; m1,mo|J, M) = a(ji,m1)(j1,J2;m1 + 1,ma|J, M + 1)
+a<j27m2><j17j2;m17m2 + 1’J7M + 1> 5
a(J, M —1)(j1, josmi,ma|J, M) = a(ji,mi —1)(j1,josmi — 1,malJ, M — 1)

+a(jz, ma — 1)(Jj1, josm1, me — 1|J, M — 1),

wobei a(p, q) = +/p(p + 1) — q(g + 1). Kontrollieren Sie damit Ihre Ergebnisse aus Aufgabenteil (a).

Hinweis: Fangen Sie mit dem Matrixelement
(J1, Josma, ma|Jy|J, M) mit  (Jp = Jix + Jox)

an und wenden Sie den Operator J+ einmal nach links und einmal nach rechts an.

Aufgabe 2: Reduzible Tensoren

v und & seien Vektoren, die sich unter Drehungen R folgendermaflen transformieren
/ /
v; =Y Rivk, w;=Y Ripwi.
k k

(a) Zeigen Sie, dass die Matrix Tj; = v;w; geschrieben werden kann als

1 1 1 2
T = gTI“(T)(Sij +3 (Tij — Tji) + 3 <Tz +Tji — 3TI'(T)6ij> : (1)

wobei Tr(M) die Spur einer Matrix M bezeichnet.

(b) Zeigen Sie, dass die drei Anteile auf der rechten Seite von Gl. (1) separat invariant unter Drehungen
sind.

(*) Aufgabe 3 (3P): Spin-Singulett- und Triplett-Zustinde

Betrachten Sie ein System von zwei Spin—%—Teilchen. Zeigen Sie, dass die Spin-Singulett- und Triplett-
Zusténde separat invariant unter Drehungen sind und somit eine irreduzible Zerlegung des Tensorpro-
dukts [e1) ® |e2) mit |g;) € {|+), |—) } darstellen.

Hinweis: Drehungen im zweidimensionalen Raum der Spin—%—Teilchen werden durch R = €577 he-
schrieben, wobei n die Drehachse, ¢ den Drehwinkel und & die Pauli Matrizen bezeichnen.




Aufgabe 4: Vektoroperatoren

Betrachten Sie ein spinloses Teilchen mit Bahndrehimpuls L und einen Operator A dessen Kompo-
nenten folgenden Vertauschungsrelationen geniigen

[Li, Aj] = iheyjrp Ay, (2)

wobei €5, den Levi-Civita-Tensor bezeichnet.

(a) Benutzen Sie das (allgemeine) Wigner-Eckart-Theorem, um die Matrixelemente <lm]A£11)]l’m’ )
mit ¢ = —1,0, 1, zu berechnen. Hierbei bezeichnet {|im)} die Standardbasis von gemeinsamen Eigen-

zustinden zu L2 und L, und die Komponenten A,(Il) sind folgendermassen definiert

1 . 1 1 1 ,
e = i), Al =4, Ag):—ﬁ(Ax—i—sz).

Leiten Sie die Auswahlregeln, die dieser Operator in der Basis {|lm)} erfiillt, her. (Mit anderen Wor-

1
AY =

ten: unter welchen Bedingungen verschwinden die Matrixelemente <lm|A((11)]l’ m’) nicht.)

(b) Betrachten Sie nun den Fall A = L. Berechnen Sie explizit die dazugehérige reduzierte Matrixele-
mente (I||[ LD ||I').




