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Aufgabe 5: Baker-Campbell-Hausdorff-Identitét (1+2+3=6 Punkte)

Gegeben seien 2 Operatoren A, B mit den Eigenschaften [A, [A, B]] = [B, [A, B]] = 0.
(a) Zeigen Sie, dass dann auch [e= 5, [A, B]] = 0 gilt.

(b) Zeigen Sie, dass
[eB, Al =[A,Ble "
Untersuchen Sie dazu die Funktion f(x) = e=*5 Ae®P. Nach Differenzieren und Inte-
grieren dieser Funktion erhalten Sie eine Identitét, die Sie schliefSlich zur Behauptung

fiihrt.
(c) Zeigen Sie mit Hilfe von (a) die Baker-Campbell-Hausdorff-Identitét

1
oAeB — oA+BAB]

Gehen Sie wieder wie in (a) vor, jetzt mit der Funktion g(z) = e*(ATB)e—vde—28
Zeigen Sie, dass daraus auch folgt

etel = eBelelBl

Aufgabe 6: Translationsoperator (3+1+1=5 Punkte)

ﬁ-Z) .

Untersuchen Sie den Translationsoperator

>~

T(f) = exp (—



(a) Zeigen Sie fiir beliebige Funktionen F' und G, die durch eine Potenzreihe darstellbar
sind, aufgrund der fundamentalen Vertauschungsrelation zwischen Ort und Impuls
die beiden Relationen

0G(p) OF(Z)

[zi, G(P)] = iha—pi [pi, F(Z)] = —iha—%-

(b) Bestimmen Sie damit den Kommutator [z;, 7 (£)].

(¢c) Wie éndert sich der Erwartungswert (%) beziiglich eines Zustandes [i) mit einer

—

Translation [¢') = T () [¢)?

Aufgabe 7: Darstellung der Drehimpulsoperatoren in 3 Dimensionen (2 Punkte)

Die Generatoren GG; von Rotationen in 3 Dimensionen lassen sich wie folgt schreiben:

0 0 O 0 0 2 0 — 0
G,=10 0 — Gy,=10 00 G.=|: 0 0
0 ¢« O - 0 0 0 0 0

Zeigen Sie durch explizite Rechnung, dass die G; tatsédchlich die Drehimpulsalgebra
(G, Gi] = i€timGm

erfillen.

Aufgabe 8: Pauli-Matrizen und Drehungen (2+3+2="7 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass jede unitire Matrix U mit det U = +1 (unimodular) in zwei Di-
mensionen (also jedes Element der SU(2)) in der Form

U= ( “. b*> mit  |a|®> + b =1
—b* a

geschrieben werden kann. Darin sind a,b € C (Cayley-Klein Parameter).

(b) Eine allgemeine Spin—%—Drehung kann auch mit Hilfe von Euler-Winkeln als
Ula, B,7) = exp (—i‘72—30z) exp (—2% ) exp (—i%v) parametrisiert werden. Wie lau-
tet der Zusammenhang zwischen den Cayley-Klein-Parametern aus Teil (a) und den

Euler-Winkeln (mit Rechnung)?

(c) Ebenso ldsst sich eine allgemeine Drehung als U(&) = exp(—iZZ) schreiben. Darin
beschreiben w = |&J| und @ = &/w den Drehwinkel bzw. die Drehachse und o; sind
die Pauli-Matrizen. Driicken Sie w und @ durch die Euler-Winkel aus Teil (b) aus.

Testen Sie in Threm Ergebnis auch, ob &? = 1.



