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Aufgabe 31: Drei identische Teilchen (2+3+2=7 Punkte)

Ein Atom mit drei Elektronen werde durch einen Hamiltonoperator

H =
3∑
i=1

[
~p 2
i

2m
+ V (~ri)

]
beschrieben. Der Einteilchen-Hamiltonoperator hat nicht entartete Energieeigenwerte E1 <
E2 < E3 < . . . zu Eigenzuständen ψ1(~r), ψ2(~r), ψ3(~r), . . .. Wir verwenden die Abkürzung

ψ451 |+−+〉 ≡ ψ4(~r1) |+〉 ⊗ ψ5(~r2) |−〉 ⊗ ψ1(~r3) |+〉

für einen Zustand mit Elektron 1 im Einteilchenzustand ψ4(~r1) mit sz = +1
2

und Energie
E = E4, Elektron 2 im Zustand ψ5(~r2) mit sz = −1

2
und Energie E = E5 sowie Elektron 3

im Zustand ψ1(~r3) mit sz = +1
2

und Energie E = E1.

(a) Konstruieren Sie den Zustand |Ψ〉 der geringstmöglichen Energie, wenn der Gesamt-
spin s = 3

2
, sz = +3

2
sein soll.

(b) Konstruieren Sie den Grundzustand |G〉 des Atoms mit sz = +1
2
. Welche Energie

hat der Grundzustand?

(c) Welchen Gesamtspin S hat der Zustand |G〉? Warum?

Aufgabe 32: Fermionen in der Klein-Gordon-Gleichung (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass für Lösungen der Dirac-Gleichung ψ(x) auch[(
∂

∂(ct)

)2

− ~∇2 +
m2c2

~2

]
ψ(x) = 0

gilt. Dirac-Fermionen erfüllen also auch die Klein-Gordon-Gleichung.



Aufgabe 33: Dirac-Teilchen im elektromagnetischen Feld (2+3=5 Punkte)

Ein Dirac-Teilchen im zeitabhängigen elektromagnetischen Feld (ϕ, ~A)(t) wird durch den
Hamiltonoperator

H = c~α · ~π + βmc2 + qϕ, ~π =
~
i
~∇− q ~A

beschrieben. Verwenden Sie die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen, um

(a) den Geschwindigkeitsoperator ~v = d~r
dt

zu bestimmen und

(b) zu zeigen, dass auch auf Operatorniveau die Lorentzkraft ~F = d~π
dt

als

~F = q
(
~E + ~v × ~B

)
geschrieben werden kann.

Aufgabe 34: Gamma-Algebra (4 Punkte)

Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften der Gamma-Matrizen

γµγ
µ = 4 · 14 ,

γµγ
αγµ = −2γα ,

γµγ
αγβγµ = 4gαβ · 14 ,

Tr[γαγβ] = 4gαβ

mit Hilfe der Antikommutatorrelation {γµ, γν} = 2gµν · 14.


