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Aufgabe 35: Darstellungen der γ-Matrizen (3+2=5 Punkte)

Aus der Herleitung der Dirac-Gleichung folgt, dass die γ-Matrizen die Antikommutatorre-
lation

{γµ, γν} = 2gµν · 14
erfüllen müssen. Dies legt ihre exakte Form jedoch noch nicht fest.
Mögliche Darstellungen sind z.B. die Dirac-Darstellung

γ0D =

(
12 0
0 −12

)
, γiD =

(
0 σi

−σi 0

)
oder die chirale Darstellung

γ0χ =

(
0 12

12 0

)
, γiχ =

(
0 σi

−σi 0

)
mit den Pauli-Matrizen σi.

(a) Zeigen Sie für die beiden Darstellungen durch explizite Rechnung, dass diese die
Antikommutatorrelation sowie (γµ)† = γ0γµγ0 = gµµγµ (keine Summe über µ)
erfüllen.

(b) Finden Sie eine unitäre Transformation U , die die beiden Darstellungen über die
Beziehung γµχ = UγµDU

−1 verknüpft. Machen Sie dazu den Ansatz

U =

(
a12 b12
c12 d12

)
mit a, b, c, d ∈ C.



Aufgabe 36: Relativistische Korrekturen des Wasserstoffspektrums
(2+2+3+5+3=15 Punkte)

Der Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms kann als

H = H0 +HLS +Hr +HD

geschrieben werden. Darin ist H0 = ~p 2/2m+ V mit V = V (r) = −e2/(4πε0 r).
Die restlichen Terme werden als Störung zu H0 betrachtet und lauten

HLS =
1

2m2c2
1

r

dV (r)

dr
~S · ~L ,

Hr = − 1

2mc2

(
~p2

2m

)2

,

HD =
~2

8m2c2
~∇2V (r) ,

wobei V (r) = −e2/(4πε0 r).

(a) Zeigen Sie, dass der Gesamtdrehimpuls ~J = ~L+ ~S erhalten ist.

(b) Zeigen Sie, dass der Darwin-TermHD nur Energiekorrekturen zu s-Zuständen liefert.

(c) Bestimmen Sie die Korrektur zum reinen Coulomb-Energieniveau durch den Darwin–
Term.

(d) Berechnen Sie die Energiekorrekturen durch die beiden verbleibenden Störungen
HLS sowie Hr.
Verwenden Sie dazu das bereits in Aufgabe 21 gefundene Ergebnis〈
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〉
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r3
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2

a30`(`+ 1)(2`+ 1)

1

n3
(1− δ`0)
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1

r

〉
=

1

n2a20
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1

r2

〉
=

1
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2
)
.

(e) Bestimmen Sie die Summe der drei Störterme und zeigen Sie, dass die Energienive-
aus des Wasserstoffatoms als

E
(1)
nj = E(0)

n

[
1 +

α2

n
(δLS + δr + δD)

]
= E(0)

n

[
1 +

α2

n

(
1

j + 1
2

− 3

4n

)]
geschrieben werden können. Berechnen Sie die Beiträge δLS, δr, δD der verschiedenen
Störungen und deren Summe für n ≤ 3 explizit und skizzieren Sie das resultierende
Termschema.


