Musterlésung zur Klausur Theorie F SS 2004

a) Nicht wechselwirkende Spins:

X(T) = % (Curie-Gesetz)

b) Freie Elektronen, d.h., ideale Fermionen mit Spin 1/2:

X(T) = const. (Pauli-Suszeptibiliotit)
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a) Methode 1:

N(e) = dk é( — D k?)

Neue Integrationsvariable:

E VE
_ 2 _ — 2 —
E=DK = k=45, dE=2Dkik = Kdk=sdE

damit folgt

JE
N(ﬁ):( 32D3/2/dE\/_55— E)= s

[ Genau genommen trégt die 6-Funktion nur fiir £ > 0 bei, es miilte also korrekt konkret

heiflen: N (g) = 47T2,\/Dg3/2@(5).]

Methode 2: Falls man sich erinnert, daf

§(x — o)
o(f(xr) = ——~ , p) =0
dann gilt
(S(k—ko) €
— Dk?) = = Dk? =/ =
d(e k*) 9Dk| £ ky = ko D
und damit
47 2 1 k[) . \/g
NE) = gy szo/k dkolk —ko) = 155 = Topie

b) gx soll natiirlich die Bose-Funktion sein, also, mit u =0,

d3k 1
=2 [ o
Mit der Zustandsdichte von oben:

T) = Z/da 68N(8) ! 7d5 WL

[ET 1 22 D3/2 kT _ 1
0

Standard-Trick: Dimensionslose Integrationsvariable einfiihren:

x:% = c=kTz , de=kTdax

damit 148t sich die Abhéngigkeit von T ablesen:

1 7T
n(T) = 523 (kT)3/2/d:r i n(T) = const. T3/?
= const.
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3] 2

b)

Bei T =0ist fx=0(kr—k), also

kr 3
N d3k 4 dr [k
T
0
ke _ (ﬂ)“’ Pkt
o \8&1V =

Innere Energie:

d3k

UN,V) = QV/de) Ji
T

Ultrarelativistisch:

47

kp 4
k
E )3hc / k*dk k = 47°Vhe (2—F> = const. (kp)'V |1 Punkt
™
0

e(k) =hek = U=2V

™

Einsetzen von kg,

N 4/3 N4/3 N /3
U(N,V) =const.' V <V> = const. i T const. N (V)

Druck:
oU

N 4/3
p(N,V) = — (W) = const.” <V>
N

[Man beachte: U ist extensiv, U ~ V oder U ~ N, p ist intensiv. |

Nichtrelativistisch:
)=+ Py e (v [ LR L) U
- om - Crp’®) T rp T B

-~

=N

kp 5
h? 4 167352 [k
U(N,V) = Nmc* + Vi _dm /k2dk k> = Nmc?+V Om <—F> 1 Punkt
0

m (2m)3 bm  \ 2w

kr einsetzen und Druck machen:

5/3

N N 5/3
s = PV V) = const. <V>

U(N,V) = Nmc* + const.
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1 1 1 T—-1T.
a) h=0: <F(T,m)= 515m2 + me‘* —kKTIn(2S +1) , t= T
Gleichgewichtswert der Magnetisierung:
OF
— =0=tm+bm®=(t+bm*)m =
om

m =0| oder , mo = /—t/b

Jetzt mufl man fiir ¢ > 0 bzw. ¢ < 0 die physikalische Losung identifizieren:

(i) T>T., t>0 = mg=imaginir = m=0
(i) T<T,, t<0 = m=0 und m = +my sind moglich

= vergleiche freie Energie:

m =0 . F(T) = —NkTIn(2S+1)
N N
m=+my : F(T) = —NkTIn(2S+1)+ Etmg + meg
2
= —NkTIn(2S +1)— Ni—b

Fiir T < T,, d.h. t < 0,t? # 0, fiihrt die Losung m = +my offenbar auf die kleinere
freie Energie, ist also im Gleichgewicht realisiert.

[Fiir T > T, scheinbar auch, aber da ist ja mg unphysikalisch, und man mufl m = 0
annehmen; siehe oben. |

Die freie Energie kann man z.B. so schreiben:

Nt?

F(T)= ———0O(T.—T) — NkTIn(2S + 1)

4b

Zusammengefafit lautet der Ordnungsparameter:

t T.—T
m(T) = £tm¢O(T. - T) , mO:\/_g:” T

b) Entropie und spez. Wirme:

T>T,: S(T):—g—iszln(25+1) = cV(T):Tg—izo

[ Die Entropie ist offenbar die Entropie von N freien Spins S, nach Boltzmann: S =

kIn(Q).]
N_ ot
T<T,: S(T) = Nkln(25+1)+@2ta—T
= NkIn(2S+1) + al (T -T,)
- " 2072 ¢
N
> () =Ty

N

Die spez. Wiarme springt also bei T'=T,, von 0 auf SHT
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1 1 1
c) h#0: NF(T, m,h) = 515m2 + me‘* — hm — kTIn(2S + 1)

Gleichgewichtswert der Magnetisierung mit Magnetfeld:

F
a—ZOZtm—I-bmS—h
om

Auflésen nach m(¢, h) ungiinstig, aber man kann ja ohne weiteres die 0 nach h ableiten

(siche Hinweis):

0 tm +bm® — h) = t—— + 3bm>—— — 1

:%(

Jetzt kann man den ,llirr[l] ausfithren und x(7') identifizieren,
—

1
lim = 0=(t+3m’)x(T)—1 = x(T)=——-

B0 ~ t+30m(T)
Einsetzen von m(T) liefert (jetzt ist ja h = 01!)
1 T, : .
T>T, : m(T)=0 = x(T) = -= Curie-Weiss-Gesetz
t T-1T,
. .t 1 1 T,
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2 Fermionen: antisymmetrischer Zustand:

1 .
|01, 02) = ﬁ(|<71>1|<72>2 —loo)'o0)?) . Hlow, 00) = Alor + 02)|o1, 00)

Normierung!

Im 2-Niveau-System bleiben nur zwei Zustinde # 0 iibrig:
|+1,-1) , |—-1,+1)=—]+1,-1)
In der Zustandssumme

K=o Zi1<‘71a02|e*H/’“T|m,02> = (+1,=1]e TH*T| 41, —1) = (41, -1| + 1, 1) = 1
01,02=

liefern beide den gleichen Beitrag. Der Vorfaktor 1/N! = 1/2! dient dazu, alle physikalisch
dquivalenten Zustdnde nur einmal zu zdhlen, so dafl letztlich ein einziger Zustand in Zx

ibrig bleibt. Damit folgt sofort

F=—kTl(Zx)=0 = S(I)=0

Die Entropie ist 0, weil sich das System in einem reinen Zustand befindet: ein Teilchen in

+1, das andere in —1, weitere Zustédnde 148t das Pauli-Prinzip nicht zu.
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@ Es ist hilfreich, sich zuerst die Mikrozustdnde und -energien aufzuschreiben, muf§ aber nicht

sein:
Mikrozustiande: {lo)} = {|n)'n)?---|na)™Y , ny=0,1
Energie: E, = (nmi+ne+...+ny)u
“Teilchenzahl”: N = (ny+mng+...+ny)
Zustandssumme: Zx = > exp(—E,/kT)

Die Zustandssumme faktorisiert,

u
g = > exp(—k—T(n1+n2+...+nM)):(ZI)M,

ni...n0\f

Zi=% exp(—zn) =147

n=0,1

Die “Teilchenzahl” ist als thermischer Mittelwert definiert,

1
Nt = (N2 = — 3 Nt exp(—Ea/KT)

Z (6%
LY (e ) XD (4 00)
= n Ce n expl———=\n e n
(Zl)M N1y..ypL ' M P kT ! M
1 M
= Mo 3 ne M= —m
1 n=0,1 e
Man kann sich alternativ auch iiberlegen, daf
1 A 0 1 (07,
E,=uN“ = N,=——kT|=2] = —kT—1In(Zyg) = —-MkT— | —
U ¢ Z <8u >T ou n(Zk) Z1<8u>T

Das Ergebnis ist dasselbe.

Dies ist offenbar eine Fermi-Funktion, und bei T — 0 gibts

Nad 1 .
a= = L =0
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