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1. Momente (4 Punkte)

(a) (2 Punkte) Eine Zufallsvariable X € [—o00, 00] habe Momente (X™) = a™. Wie sieht die
zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung aus?

(b) (2 Punkte) Eine Zufallsvariable X € [0, oo] habe Momente (X") = nla™", (a > 0). Wie
sieht die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung aus?

Hinweis: Verwenden Sie die charakteristische Funktion. Bei Aufgabenteil b) miissen sie den
Residuensatz verwenden.

2. Dichte-Matrix (3 Punkte)

Betrachten Sie zwei Spin-1/2 Teilchen die mit einer Wahrscheinlichkeit P; im Triplett-
Zustand [¢1) = % (=) +|—+)), und mit einer Wahrscheinlichkeit P, im Singulett-

Zustand [¢p_) = % ([4+—=) — |—+)) sind.

(a) (1 Punkt) Schreiben Sie die Dichtematrix 4 in der Basis von |oy,02) d.h. |[++4), |[+—),
|_+>7 |__>
(b) (2 Punkte) Nehmen Sie nun an, dass uns nur der erste Spin als Messgrosse interessiert.

Bestimmen Sie dessen reduzierte Dichtematrix, indem Sie den zweiten Spin ’ausspuren’:
red

pal,aa = Zaz p0102,0i02'

3. Kanonische und Mikrokanonische Ensemble (7 Punkte)
Wir betrachten ein System aus N unterscheidbaren, wechselwirkungsfreien Spins (S = 1/2)
in einem externen Magnetfeld H,. Der Hamiltonoperator des Gesamtsystems ist gegeben
durch,

N
1

H = —;upH. ;a mit o; = +1. (1)
(a) (3 Punkte) Wenn die Energie des Systems E ist, wie viele Spins mit o; = +1 und wie
viele Spins mit o; = —1 gibt es? Wie viele Spinkonfigurationen mit Energie E gibt es
jeweils? Zeigen Sie nun, dass die innere Energie im mikrokanonischen Ensemble gegeben

ist durch ) o

HpBily
U=—--NugpH, tanh . 2
g HBHE R TopT @)

Hinweis: Verwenden Sie In N!~ NIn N — N.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass die innere Energie im kanonischen Ensemble durch den selben
Ausdruck gegeben ist.

(¢) (3 Punkte) Berechnen Sie fiir das kanonische Ensemble die Entropie S, die Warmekapa-
zitdt C'y, und die Magnetisierung M.



4. Ising-Modell (6 Punkte)
Der Hamiltonoperator eines Systems aus wechselwirkenden Spins in einem externen Magnet-
feld H,, normiert mit der Temperatur, ist gegeben durch,

I N &
— =) Y 0iis1— 5 Y (0i+0ip1) (3)
KT i=1 23

mit periodischen Randbedingungen ony1 = o1 und o; = £1. Hier ist j die normierte

Kopplungsstirke und h = ugH, /2kT.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass sich die Zustandsumme schreiben lésst als,
ZN = Z Z Z Z e Ulon02)o=Uloz0s)  o=Ulow,o1) (4)
o1=tloy=tlog=+1 oy==%1
und bestimmen Sie die Funktion U(o;,0;41).
(b) (2 Punkte) Zeigen Sie nun, dass sich die Zustandssumme in folgende Form bringen lisst,
Zy =trTV, T= <6€Hjh :j]h) . (5)

Hinweis: Denken Sie an die Darstellung von Matrixoperationen als Summe {iber Indizes.

(¢) (2 Punkte) Die Eigenwerte von T sind gegeben durch Ay = e’[cosh h & (sinh® h 4 e=%)1/2],
Fiir grofie N konnen sie A_ vernachléssigen (A_ — 0). Berechnen Sie fiir diesen Fall die
Magnetisierung der Spin-Kette.

5. Basiswechsel in zweiter Quantisierung (5 Punkte)

Die Einteilchen-Basiszusténde [¢,,) werden durch eine lineare Transformation in neue Basis-
zusténde [¢,) transformiert ( |¢,) und |1, ) seien Orthonormalbasen)

[9) = D 1) (Wul &) (6)

m

Die Transformationsregeln zwischen den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren dL und

a,, der Einteilchen-Zusténde [¢),) und der Operatoren bl, und b, fiir die Zusténde |¢),) sind
analog gegeben durch

. ~ . . - A
b= W) al, b= (Wulti)a,. (7)
I I
(a) (1 Punkt) Wenn dL und @, die Kommuntatorrelation fiir Bosonen erfiillen, zeigen Sie,
dass l;l und BV dieselbe Relation erfiillen.

(b) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass die Zahl der Teilchen (wie alle messbaren Gréssen) invariant
ist unter einer Basistransformation, dass also gilt

> bib, =) ala, (8)
v I

(¢) (1 Punkt) Fiir manche Probleme ist die Basis der Ortseigenzusténde hilfreich wobei
der Ort z eine kontinuierliche Variable ist. Die Feldoperatoren v'(z) und 1 (z), die ein
Teilchen am Ort x erzeugen bzw. vernichten, sind allgemein gegeben durch die Trans-

formation
Pla) = (@) el b (@)= (@) é, (9)

Zeigen Sie, dass die Vertauschungsrelationen fiir fermionische Feldoperatoren gegeben
sind durch

{(), 91 ()} = b(x — ') (10)
wenn EL und ¢,, die fermionischen Kommutatorrelationen erfiillen.
(d) (2 Punkte) Gegeben sei ein Operator der Form V = [ d3z ¢t (x)Vimp(x)1)(x), wobei
Pt (x) und (x) wie in Teilaufgabe (c) fermionische Feldoperatoren darstellen.

Driicken Sie diesen Operator V' in zweiter Quantisierung durch die Erzeugungs- und
Vernichtungs-Operatoren é;f, und ¢, im Impulsraum aus ((x|p) = % exp(ipx/h)).



