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1. Momente (4 Punkte)

Uber die charakteristische Funktion

bestimen

(a) (2 Punkte) Zufallsvariable X € [—oo, 0], Momente (X™) = a™.
Charakteristische Funktion

= (ik)" > (ik)" > (ika

n=0 n=0 n=0

Zufallsverteilung

. dk 7’Lk‘X 'Lka _ o
o) = [ e —5(X—a)

(b) Zufallsvariable X € [0, oo], Momente (X™) = nla™", (a > 0).
Charakteristische Funktion

o) = 3 ey = 3 B = 3 (1) = 2

n=0 n=0 n=0

Zufallsverteilung, Integration iiber Cauchy, (X, a > 0, s.o0.)

dk _. a
X) = N —ikX _ —aX
p(X) / 2776 a—ik ae



2. Dichte-Matrix

(3 Punkte)

Zwei Spin-1/2 Teilchen, sind mit Wahrscheinlichkeit P; im Triplett-Zustand |1) = \% (|+=) +1-+)),
und mit einer Wahrscheinlichkeit P, im Singulett-Zustand [2) = % (|+=) — |-+)). Die
Dichtematrix p soll in der Basis von |o1,09) d.h. |[+4), |+-), |-+), |-—) geschrieben wer-

den:

(a) (1 Punkt)

_ 1 Py
p= 3 Puln) (n] = 7(|+ )+ =) (=1 + (=) + S (1= = 1=0)) (=1 = (=)
P1 + Py Pz PP P + Py
=t PPy BBy By
0 0 0 0 (++]
0 P1+P2 P —P> P2 0 <+_|
0 0 0 0/ \(—]
D.h. in der gewiinschten Basis
0 0 0 0
0 Lt BA-P
P=1o P1§P2 Pl-z-Pg 0
0 0 0 0
(b) (2 Punkte) Reduzierte Dichtematrix, Spin 2 ausgespurt:
p;ic}al Z Poios,0002
‘e P+ P

P = pih s P =0+ — > :

PEL = pigp +py - =040

Pl =p i +p =040

re P+ P
Pl =p oy = 12 240

Und damit

P +P 0
red __ 2
P - 0 P +P
2



3. Kanonische und Mikrokanonische Ensemble (7 Punkte)

Wir betrachten N unterscheidbare, nichtwechselwirkende Spins (S = 1/2) im externen Ma-
gnetfeld H,.

Der Hamilton-Operator ist gegeben durch
1 N
H = —§MBHZ;ai, mit o; = *1

(a) (3 Punkte) Innere Energie
Mikrokanonisches Ensemble, bei Energie F wieviele Spins Ny mit o; = 41, wieviele
Spins N} mit o; = —1.
Energie kann durch Ny und N| ausgedriickt werden :

1
FE = _iﬂBHz(NT — Ni)

da auch gilt Ny + N, = N, kann man den Ausdruck nach z.B. N; auflésen und danach
N, berechnen

N E
Ny ==
T 2 /‘LBHZ
N FE
Ny =N —-—N, = —
. Y&

Jetzt soll angegegebn werden, wieviele Spinkonfiguration es fiir eine Energie E gibt:

2(E)<N><N> N N (: (N¢+N¢)!)

Ny N, NIN=Np)! NJIN-N) N;IN,!
Oder als explizite Funktion der Energie
N!
2B =y (1)
2 T upH./)\2 T ugH,/

Damit erhalten wir unter Verwendung der Stirling-Formel (In N! ~ NIn N — N) fiir die

Entropie
N E N E N E N E
S —=kInX(E) ~k NlN—(—— )1[7_ }_(7 )1[7 } ,
n 5(E) { Y T ) e T e T\ T ) e T e

und berechnen daraus die Temperatur

1 08 k N E k k N E k

-t - vl - ) - vl ) -

T ) MBHz 2 MBHZ /'I/BHZ MBHZ 2 MBHz I’LBHZ

- uBk}{Z (ln[gf - ngHJ —ln[g + ALBEHJ)'

Diesen Ausdruck kann man nun invertieren und nach E auflosen dadurch erhilt man fiir
die innere Energie

(Yo B ety (X2

lleHz
H,
NugH, L —exp (“ET ) 1 exp( ‘2‘,‘37{12) — exp(“fk%)
U=E=—5 Ny  glvesH—— iip H,
1+exp<”ﬁTz) (=557=) + exp(557)
1 /‘LBHZ
—  ZNugH.t h( )
gtV HBE B Ty



(b) (1 Punkt) Kanonisches Ensemble
Es ist zu zeigen, daf3 sich fiir das kanonische Ensemble der gleiche Ausdruck fiir die
innere Energie ergibt. Hierzu berechnet man zuerst die Zustandssumme

=> > > exp[ B Z( R Ul)} (faktorisiert)

g1= :‘:10’2 :|:1 ON= :|:1

—H< T, l#]) - o () o (2]

o;i==*1

= [2eosn(57)]”

und daraus die innere Energie

0= - G = oo (81 )] - (1) T,
= _§NMBHz tanh( ;;;Z)

(¢) Kanonische Ensemble: Entropie S, die Warmekapazitit Cy, Magnetisierung M

Aus der inneren Energie (s.0.) und der freien Entalpie!

G=—kTnZ= —k;TNln[2cosh( 2/5 )}

kénnen nun die thermodynamischen Gréflen berechnet werden.

e Entropie
§=- (g?) = kN In {2cosh(“2‘3k1;2)} +kTN(_gE7}{;) tanh(u;kféz)
R )
=-G/T+U/T

e Magnetisierung

M=- (5]?) = MN (2%“) tanh(@%) %N“Btanh< /g“ )

Bemerkung: Man sieht jetzt auch, das die innere Energie gegeben ist durch

U=-MH,.
e Wirmekapazitit
( o7 ), = et () (1 - (577
N (‘57 )(1—t (G
N (fgyg) o™ (Gi75)

n der Literatur ist gelegentlich schon die freie Energie(F) eine Funktion des Magnetfelds (H) statt der
Magnetisierung (M). (Bei anderen intensiven Gréfien (V,N) und den entsprechenden extensiven Gréfien (p,u) ist
die dies hingegen eindeutig.) Bei der Bewertung lassen wir hier und im folgenden daher F' und G gelten.



4. Ising-Modell (6 Punkte)

Der Hamiltonoperator eines Systems aus wechselwirkenden Spins, normiert mit der Tempe-
ratur, sei gegeben durch,

0 al h &
P —J ZUz'Ui-H 3 Z(Ui +0it1)
i=1 =1
mit periodischen Randbedingungen oxy1 = o1 und o; = +1. Hier ist j die normierte

Kopplungsstirke und h = pg H, /2kT.

(a) (2 Punkte) Es ist zu zeigen, dass die Zustandsumme sich schreiben lésst als
In = Z Z Z Z e Ulo1,02) o =Uloz,08)  o=Ulon,ou)
O’liﬂ:l 0’2::|:1 0'3::|:1 O'N::tl

weiter soll die entsprechende Funktion U(c;, 0;41) bestimmt.

N = Z Z Z Z exp[—ﬁ[ﬂ

0’1::|:1 O’zzil ngil O’N:il

N N
A ) h ) h
BH=—35Y 0i0i1— 5 > (0i+0ip1) = D (_]Ui0i+1 - 5o +Ui+1))

i=1 i=1 i=1

N
=Y U(0i,0i11)
i=1

Zyv=Y 3 > .. exp [—éU(m,aM)]

o1=F1o0s=4103=%1 on==%1

= Z Z Z o Z e~ U(o1,02) ,=U(o2,03)  ,—U(on,01)

o1=F1o0s=4103=%1 on==%1
wobei im letzten Schritt noch o1 = 01 benutzt wurden. U ist damit

. h
U(oi,0i41) = —joiTip1 — 5(07: +0i11).

(b) (2 Punkte) Es ist zu zeigen, dass sich die Zustandssumme in die Form

B N B edth o=
Zn =tr TV, T<€j o)

bringen l&sst.

Definiere dafiir die Transfer-Matrix Ty, v = e=Ulo:0")

teil a).

, mit U(o;,0;41) aus Aufgaben-

. ) ) edth =i
Uin=—j—h, Uy1=U_11=j, U1.1=—j+h—=T= .

e=J  eiTh

AN

Z Z Z - Z er(Ul’Uz)er(”%"B») o e*U(UN,Ul)

og1=*1o0s=4103=%1 on==%1

D D B B

o1=*1o0s=4103=%1 on==%1
. . _ 2
Matrixprodukt: Zj M;; M, = (M?);, daher
E E _ E 2 _ 73 }
T01702T02703T037U4 - (T )01103T03,04 - Tal,a4 usw.
0’2:i1 ngil ngil

und Spur: tr M =Y, M;;,

In=> (TV)g o, =txT"
Ulzil



(c) (2 Punkte ) Magnetisierung

Die Eigenwerte von T sind gegeben durch Ay = e7[cosh h+ (sinh? h+e~%)1/2]. Fiir groe
N konnen sie A_ vernachlissigen (A_ — 0). Fiir diesen Fall soll die Magnetisierung der
Spin-Kette berechnet werden.

Zy =t TN = MY + 2N & \Y

G(T,H,N)=—kTlnZ = —kTNln\; = —kTNj— kTN In[cosh h+ (sinh® h+e~%)1/?]

_OG(T,H) _ pp 9G(T\H) _ uikTNsinhh + 3(sinh® h + e~%)~1/2 2sinh hcosh h
oH 2kT  Oh 2kT cosh h + (sinh? h + e—47)1/2

1 _sinhh(1+ (sinh®h+ e 4)"/2 cosh h)

2 cosh b + (sinh? h + e—43)1/2)

1 sinh h(sinh2 h+ e 4)1/2 4 cosh h)

2" (cosh b + (sinh® h + e—49)1/2) (sinh? h + e—47)1/2

M(T,H) =

5HB

sinh A
- BN . 2 A4
2 (sinh” h + e~47)1/2




5. Basiswechsel in zweiter Quantisierung (5 Punkte)

Die Einteilchen-Basiszusténde |1,,) werden durch eine lineare Transformation in neue Basis-
zusténde [¢,) transformiert ( |2,) und |1, ) seien Orthonormalbasen)

|1;u> = Z W)M) <¢u| 1/;V>

|1h,) und |¢),) seien Orthonormalbasen
Die Transformationsregeln zwischen den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren dL und

a,, der Einteilchen-Zusténde [¢,,) und der Operatoren b}, und b, fiir die Zustéinde |¢),) sind
analog gegeben durch

=> Wl al, b= (Wl a,

Iz Iz

(a) (1 Punkt) Wenn &L und a,, die Kommuntatorrelation fiir Bosonen erfiillen, zeigen Sie,
dass lA)lT, und BV dieselbe Relation erfiillen.

[a,,, CLL’] = Oppr

[Z (Duln) a Zwbwm*a}] = > (Bl (urle)” a0 al, |

H Hop!

= 3 Bl Walthr) = (@l (3 100) W) 197 = (Bl = by

(b) (1 Punkt) Beweisen Sie, dass die Zahl der Teilchen (wie alle messbaren Gréfien) invariant
ist unter einer Basistransformation, dass also gilt

Yobbb, = D ala, Gl (Wl Zaua#Zwuwwwm

st v Mo

= ala, (Wulvw) = dla,
w

oot
(¢) (1 Punkt) Feldoperatoren 1 (z) und ¢ (z) gegeben durch die Transformation

B =Sl el b @)= (v,

Iz 7

Zu zeigen, dass die Vertauschungsrelationen fiir fermionische Feldoperatoren antikom-
mutieren. Gegeben ist {éu’éjﬂ} = Opu-

{d@), 91} =D Gl @'l {6l } = me (Wule') = (]a’) = 6(z ')

Hos !

d) (2 Punkte) Der Operator V ist gegeben durch V= [d% ¢T Vimp (X @[AJ x), dabei sind
P

T (x) und ¢ (x) fermionische Feldoperatoren. Der Operator V soll nun in zweiter Quan-
tisierung durch die Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren éI) und ¢, im Impulsraum

({x|p) = % exp(ipx/h)) ausgedriickt werden. Allgemein:

V= [ o @) Vi ()0 /dmzxm V(@) lihe,
-3 de, | o el () Vi)

und explizit fiir den Impulsraum und 3D (p = p) mit (x|p) = % exp(ipx/h):

o ATA 3 x/h_ip'x/h
V—QZ /dxe px/heipx/hys (x Zc p’)



