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1. Quickies: (30 Punkte)

(a)

Was besagt der 0. Hauptsatz der Thermodynamik?

Antwort: Es existiert ein thermodynamisches Gleichgewicht, das durch die Tempe-
ratur charakterisiert ist.

Wenn A im thermischen Gleichgewicht mit B ist und B im thermischen Gleichge-
wicht mit C, so ist A auch mit C im thermischen Gleichgewicht

Betrachten Sie ein System wvon nichtwechselwirkenden klassischen harmonischen
Oszillatoren in vier Dimensionen. Wie lautet die innere Energie im thermischen
Gleichgewicht als Funktion der Temperatur, der Teilchenzahl und des Volumens?

Antwort: Der Hamilton Operator lautet:
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AN x 2 quadratische Freiheitsgrade

Wir haben also f = 8NV quadratische Freiheitsgrade im System. Nach dem Gleich-
verteilungssatz wissen wir, dass jeder quadratische Freiheitsgrad eine mittlere Ener-
gie von kgT'/2 besitzt und damit:
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Bestimmen Sie die mittlere innere Energie des klassischen, nichtrelativistischen
idealen Gases in zwei Dimensionen als Funktion der Temperatur, der Teilchenzahl
und des Volumens.

Antwort: Der Hamilton Operator lautet hier:




und damit wieder nach dem Gleichverteilungssatz:

T
U= 2N% — NkgT

(d) Wie lautet die thermische De-Broglie-Wellenlinge des ultra-relativistischen idealen
Gases.

Antwort: Die De-Broglie-Wellenlénge ist in 3D definiert {iber:
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weil im ultrarelativistischenb Grenzfall gilt H(p) = ¢|p] = ¢p folgt:
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Also sehen wir:
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(e) Geben Sie den Ausdruck fir die Suszeptibilitit der nichtwechselwirkenden Spins
S; = £1 in Abhdngigkeit von der Temperatur an.

Antwort: Siehe Curie-Gesetz im Skript (Kapitel 4.2.1) oder Aufgabe 3:
_ N
 kpT
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(f) Geben Sie die korrekten Vorzeichen fiir die Arbeitsinderung an:

OW = £pdV + H - dM =+ udN.

Antwort:
OW = —pdV +H - dM + udN.

(g) Wie lautet die Beziehung zwischen der kanonische Zustandsumme Z(N) eines idea-
len Gases von N Teilchen und der Zustandsumme Z(1) eines Teilchens?

Antwort:

Siehe Kapitel 5.1.1 im Script.

Im Zustandsintegral wird iiber alle moglichen Konfigurationen des N-Teilchensystems
integriert. Fiir ununterscheidbare Teilchen hat man dabei allerdings jeden Phasen-
raumpunkt N! mal zu viel gezéhlt, denn N! ist ja gerade die Anzahl der Permu-
tationen der NV Teilchen — diese Permutationen gebem wegen Ununterscheidbarkeit
alle den gleichen microskopischen Zustand und diirfen deshalb nur einmal gezahlt
werden.



(h) Mazwell-Relationen: Zeigen Sie, dass
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gilt. Geben Sie eine andere Mazwell-Beziehung an.

Antwort:
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(i) Wie lautet die Definition des mikrokanonischen Ensembles?
Antwort: Eine Menge abgeschlossener Systeme mit gegebener Teilchenzahl N, ge-
gebenem Volumen V' und gegebener Innerer Energie F.
Geben Sie einen allgemeinen Ausdruck fir die Entropie des mikrokanonischen En-
sembles an.

Antwort:

wobei N(E) die Anzahl der moglichen Realisierungen des Systems bei der Energie F
ist (also gerade der Entartungsgrad bei der Energie £ ). Dies liegt daran, dass das
System dann gerade N (E) mogliche und gleichwahrscheinliche Zustéinde besitzt,
wodurch die Wahrscheinlichkeit, dass das System in einem Zustand ist gerade:
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pi:N(E)

Damit folgt aus der mikroskopischen Definition von S:
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S = —kBZpiln(pi):—kBZN(E)IH(N(E)> (5)
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(j) Fiir welchen Fall sind die drei verschiedenen statistischen Ensembles (kanonisch,
mikrokanonisch und groflkanonisch) dquivalent?

Antwort: Im thermodynamischen Limes N — oo.



2. Ideales Gasgemisch: (30 Punkte)

Betrachten Sie ein klassisches ideales Gas bestehend aus zwel verschiedenen Atomsorten
in einem Volumen V. Es gibt N4 Teilchen mit Masse M 4 sowie Ng Teilchen mit Masse
Mg.

(a) Bestimmen Sie die kanonische Zustandssumme.
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(b) Finden Sie die Zustandsgleichung p = p(V, T, N, Np).

~ Na+ Np
-V
(¢) Sind die chemische Potentiale p4 and pp gleich?
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(d) Berechnen Sie die Entropie des Gases.
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(e) Fir My = Mp = M vergleichen Sie die Entropie (d) mit der Entropie eines Ein-
Komponenten Gases aus N = Ny + Np Teilchen und Masse M.
Mys=Mg=M i)\A:ABZ)\
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S = NAkB lOg <m> -+ NBkB lOg (W) + E(NA + NB)kB

Die Entropie eines Ein-Komponenten Gases aus N = N4 + Np Teilchen und Masse

M ist: v -
S = NkBlog <N_)\3> + §Nk3

Es folgt:

S —So=kpg|[(Na+ Np)log(Ns+ Np) — Nalog(N4) — Nplog(Ng)].



Siehe Kapitel 5.1.2 “Binary classical ideal gas” im Skript:
http://www.tkm.kit.edu/downloads/TheoryF2012.pdf

. Thermodynamik von N nichtwechselwirkenden Spins: (40 Punkte)

Betrachten Sie ein System aus /N nicht miteinander wechselwirkenden Spins, die an ein
auBeres Magnetfeld B koppeln:

H = —,uBZsi mit s; = £1.

(a) Bestimmen Sie die freie Energie F'(B,T'), die Entropie S(B,T) und die Magnetisie-
rung M = 3777 (si).
Siehe Kapitel 4.2.1 “Spin 1/2 particles ... (paramagnetism)” im Skript:
http://www.tkm.kit.edu/downloads/TheoryF2012.pdf
Kanonische Zustandssumme:
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Die freie Energie:
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Die Entropie
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Die Magnetisierung
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(b) Offensichtlich héngt die Entropie nur vom Verhéltnis von Magnetfeld und Tempe-
ratur ab, S(B,T) = S(B/T). Skizziren Sie S(B/T).
Wir suchen die Grenzwerte. Definieren wir
uB
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und entwicklen um z = 0:
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cosh(z) =1+ % + O(x"), In <1 + %) = % + O(x"),

x - tanh(z) = 2% + O(a?).
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Abbildung 1: Entropie als Funktion von B/T

Damit ergibt sich
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Im Grenzwert ¥ — oo verwenden wir
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und benutzen die Reihenentwicklung des Logarithmus:

S(z = o0) mkpN [z +In(1+e ) —z(1—2e7)]
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Daraus ergibt sich die Skizze.

(c) Bestimmen Sie die Naherungsausdriicke fiir M fiir kleines Magnetfeld uB/kgT < 1
und grofies Magnetfeld uB/kgT > 1.

_ pB
M(T,B) = puN tanh (k‘BT)

Der Tangens Hyperbolicus kann fr kleine Argumente x < 1 durch tanh(z) ~ z und
fr groe Argumente x > 1 durch tanh(z) ~ 1 genhert werden. Daraus folgt
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(d) Berechnen Sie die Warmekapazitéten bei konstantem Magnetfeld, bzw. konstanter
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Aus den Teilaufgabe (a) und (b) wissen wir, dass die Entropie nur vom Verhlt-
nis B/T abhéngt: S(T,B) = S(B/T). Ebenfalls aus Teilaufgabe (a) ist bekannt,
dass M = M(B/T). Diese Abhngigkeit knnen wir invertieren und in die Entropie
einsetzen, woraus folgt, dass C'y; verschwindet.

=0
M

S(B/T) = S=8M) = Cy=T (g—i)

Das Spinsystem werde nun bei einer Magnetfeldstéirke B; > 0 durch Kopplung an
ein Wéarmebad auf die Temperatur 7} > 0 gebracht und anschliefend wirmeisoliert.
Andert man nun das Magnetfeld auf einen neuen Wert B, > 0, so verlduft dieser
Prozess adiabatisch. Was folgt daraus fiir die Entropie? Was gilt also fiir die Tem-
peratur T5, die das Spinsystem nach der Magnetfeldéinderung besitzt? Wie muss B,
gewihlt werden, damit das Spinsystem abgekiihlt wird, also T, < T} gilt.

0Q=TdS=0 =dS=0 im adiabatischen Prozess.

Die Entropie ndert sich nicht. Da S = S(B/T) folgt B/T = konst. und damit

B, B, T,
—=— = DBy=-—=B
. T, 2ot

B B
S =const = ?11:?22



