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{bungsblatt Nr. 8 zur Theorie F (Statistische Physik)

Zustandsgleichung idealer Fermi- und Bose-Gase bei hohen Temperaturen.
Zeigen Sie, daf} sich die thermische Zustandsgleichung eines idealen Gases von Fermionen
(Bosonen) in 3D bei hohen Temperaturen in der Form

p=nkT{1+ B(T)n+ O(n?)}

mit dem Virialkoeffizienten

schreiben 1483t.

Hierbei ist n die Teilchendichte, Ay = \/% die thermische deBroglie-Wellenlénge, und
gs = 25 + 1 die Spinentartung.

Hinweis: Hohe Temperaturen bedeutet z = exp() < 1. Entwickeln Sie pV = —K (T, V, p)
und N = —9K/0u nach dem kleinen Parameter z und eliminieren Sie z aus beiden Glei-
chungen. Teilergebnisse aus Aufgabe 3, Blatt 7 kdnnen verwendet werden.

Bose-Gas in 2D.
Betrachten Sie ein ideales, zwei-dimensionales Bose-Gas mit Flichendichte n = N/A und
konstanter Zustandsdichte D(e) = 5%.

a) Berechnen Sie das chemische Potential p(1'). Diskutieren Sie das Verhalten bei tiefen
und hohen Temperaturen und skizzieren Sie y(7’). Tritt eine Bose-Einstein Kondensa-
tion auf? Begriinden Sie ihre Antwort.

b) Berechnen Sie die Warmekapazitit C4 v bei konstanter Fliche A und Teilchenzahl N
sowohl fiir tiefe als auch fiir hohe Temperaturen. (Beriicksichtigen Sie beim differenzie-
ren, daf§ p von T abhéngt.)

Hinweis: Bose Integrale:

xu—l
B,(a) = /ﬁdx, a<0,v>1.

ezfa —

[3] Modell fiir weifle Zwerge

Als weilen Zwerg bezeichnet man das Endstadium eines Sterns mittlerer MaBe (also z.B. un-
sere Sonne), welches erreicht wird nachdem der Stern seinen nuklearen Brennstoff vollstindig
aufgebraucht hat. In einem einfachen Modell besteht er aus einem nichtwechselwirkenden
Elektronengas und einem Ionenhintergrund, der fiir Ladungsneutralitéit und den Zusammen-
halt des Sterns durch Gravitation sorgt. Ein typischer weifler Zwerg hat eine Elektronendichte
n = 10*%cm 3 und die Masse M = 10*°%kg. (Dies entspricht ungefihr der halben Sonnen-
masse Mg = 1.986 - 103°kg.) Wegen der hohen Dichte bewegt sich ein grofier Anteil der
Elektronen relativistisch, d.h. es gilt die Energie-Impuls-Beziehung e(p) = cy/m2cZ + p2.

a) Berechnen Sie den Fermi-Impuls pr des Elektronengases in Abhingigkeit von der Elek-
tronendichte n. Schitzen Sie ab, oberhalb welcher Dichte n sich die Elektronen relati-
vistisch bewegen, d.h. pp > me.

b) Die Temperatur eines (jungen) weilen Zwerges betréigt etwa 10°K. Berechnen Sie die
Fermienergie ¢r des Elektronensystems fiir die angegebene Dichte des Elektronengases
und zeigen Sie € < k7. Im folgenden setzen wir 7' = 0.

c¢) Berechnen Sie die innere Energie U des Elektronensystems in Abhénigkeit vom Radius
R des weifien Zwergs (1) im nichtrelativistischen Fall (pp < mc) und (2) im ultrarela-
tivistischen Fall (pp > mc). Verwenden Sie dabei die Energie-Impuls-Beziehungen

e(p) = me? + % (nichtrelativistisch)

e(p) = cp (ultrarelativistisch).

d) Geben Sie den Druck P = —(0U/dV')y des Elektronensystems an. Dieser Druck heifit
“Pauli-Druck”.

e) Betrachten Sie nun die Gesamtenergie des F(R) = U + Egay des Sterns, mit Egray =
—GM?/R. Skizzieren Sie E(R) und beachten Sie dabei die Niherungen: Nichtrelativi-

stisch fiir niedrigen Druck (groBes R) und ultrarelativistisch fiir hohen Druck (kleines
R). Was ist (qualitativ) die Bedingung an E(R), daf ein Radius R existiert bei dem der

Stern stabil ist? Zeigen Sie, daf der weifle Zwerg fiir Massen grofler als eine kritische
Masse M, nicht stabil sein kann. Bestimmen Sie M,. M, heifit nach ihrem Entdecker
Chandrasekhar Masse. Ist M > M, kontrahiert der Stern weiter und endet als Neutro-
nenstern.

Hinweis:

h=1.05-10"% kg m? s7!
k=138-102kgm?s 2 K!
c=3-10m/s

me = 9.11- 103! kg (Elektronenmasse)
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