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Aufgabe 28 (12 Punkte)

Statistische Behandlung des Paramagnetismus:

a) Klassischer Fall: (5 Punkte) Betracheten Sie N magnetische Dipole mit Dipolmo-
menten ~µi (i = 1, . . . , N), wobei der Betrag des Moments für alle Dipole gleich sei:

|~µi| = µ. Ihre Energie in einem äußeren Magnetfeld ~B ist durch E =
∑N

i=1 Ei mit

Ei = −~µi · ~B gegeben. Berechnen Sie die Zustandssumme und daraus das mittlere
magnetische Moment 〈~µi〉. Drücken Sie das Ergebnis durch die Langevinfunktion

L(x) = cothx −
1

x

aus. Skizzieren Sie L(x). Berechnen Sie den Hochtemperaturlimes (kBT � µ| ~B|) der

Suszeptibilität χ, welche die Magnetisierung ~M mit dem angelegten Magnetfeld ~B
verknüpft: ~M = χ~B. Zeigen Sie, daß in diesem Fall das Curiegesetz des Paramagne-
tismus χ = C/T gilt, und bestimmen Sie die Curiekonstante C.

b) Quantenmechanische Behandlung: (5 Punkte) Die N magnetischen Dipole sollen nun
quantenmechanisch behandelt werden. Ihr magnetisches Moment sei durch

µ2 = g2µ2
BJ(J + 1)

gegeben (wobei g der Landefaktor ist, und µB das Bohrsche Magneton). J ist die
Drehimpulsquantenzahl. Die Quantisierungsachse sei in Richtung des äußeren Ma-
gnetfeldes (z-Achse) gewählt. Die möglichen Werte µz für gegebenes J sind dann

µz = gµBm mit m = −J,−J + 1, . . . , J − 1, J .

Berechnen Sie für diesen Fall die Zustandssumme und das mittlere magnetische Mo-
ment. Das Ergebnis kann durch die Brillouinfunktion

BJ (x) =

(

1 +
1

2J

)

coth

{(

1 +
1

2J

)

x

}

−
1

2J
coth

{

1

2J
x

}

ausgedrückt werden. Wann gilt hier das Curiegesetz? Bestimmen Sie für diesen Fall
die Curiekonstante C.

c) (1 Punkt) Betrachten Sie nun den Grenzfall J → ∞ und gleichzeitig g → 0, so daß
der Wert für g ·J konstant bleibt. Zeigen Sie, daß dann BJ(x) → L(x). Was bedeutet
das physikalisch?

d) (1 Punkt) Betrachten Sie den Spezialfall J = 1
2 und berechnen Sie dafür das mittlere

magnetische Moment.



Aufgabe 29 (5 Punkte)

Fluktuations-Dissipations-Relation im Ising-Modell:

Benutzen Sie den allgemeinen Ausdruck Z = Sp
{

e−H/(kT )
}

für die Zustandssumme
des durch den Hamiltonoperator H = −J

∑

〈ij〉 SizSjz − γB
∑

i Siz beschriebenen Ising-
Modells, um die Relation

χ ≡
∂M

∂B
=

γ2

kT





∑

i,j

〈SizSjz〉 −
〈

∑

i

Siz

〉2





abzuleiten.

Aufgabe 30 (9 Punkte)

Spin-Spin-Korrelationsfunktion im Ising-Modell:

Wir betrachen ein eindimensionales Ising-Modell ohne Magnetfeld mit H = −J
∑N−1

i=1 σiσi+1,
wobei σi = ±1. Wir wollen die Korrelationsfunktion G(r) = 〈σkσk+r〉 berechnen. Es er-
weist sich als günstig, dazu zunächst ein etwas allgemeineres Modell mit Wechselwirkungen
Ji zwischen Spin i und i + 1 zu betrachten: H̃ = −

∑

i Jiσiσi+1.

a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass man G(r = 1) erhalten kann aus

〈σkσk+1〉 =
1

ZN

1

β

∂ZN (J1, J2, · · · , JN−1)

∂Jk

∣

∣

∣

J1=J2=···=JN−1=J
(1)

und berechnen Sie G(1).

b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass für G(r = 2)

〈σkσk+2〉 =
1

ZN

1

β2

∂2ZN (J1, J2, · · · , JN−1)

∂Jk∂Jk+1

∣

∣

∣

J1=J2=···=JN−1=J
(2)

gilt und berechnen Sie G(2). [Hinweis: Benutzen Sie dazu σ2
k+1 = 1, und damit

σkσk+2 = σkσk+1σk+1σk+2.]

c) (4 Punkte) Verallgemeinern Sie die Ergebnisse aus a) und b) für beliebige r, und
zeigen Sie, dass G(r) = (tanhβJ)r gilt. Skizzieren Sie G(r) und diskutieren Sie das
Ergebnis.


