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1. Berechnung der Spur (1 Punkt)
Zeigen Sie fiir beliebigen Operatoren fl, B,C:
(i) Te(A) =) (aldla)
ist unabhéngig von der Wahl der orthonormierten Basis {|«)}.
(i) Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA).
(2 Punkte)

2. Zustandsoperator
Wi sei der Zustandsoperator der kanonischen Gesamtheit. Uberpriifen Sie die folgenden
Aussagen auf Richtigkeit:

~

(a) Ti(Wi) =1, Wh =Wk, Wik =) waPa, P= P

Wie lauten Py, wy, (A) = Te(WiA) ?
(b) Innere Energie U:= (H:

0 :
U= —%IH(ZK), wobei = 1/kT

Entropie S:= —kTr(Wx In[W]):

oF .
S = 97 mit F' = —kT In(Zk)

Freie Energie F:=U —T'S:
F=—kTIn(Zk)

(je 1 Punkt)

3. Zeitabhingiger Zustandsoperator (4 Punkte)

Der Hamiltonoperator fiir einen Spin S = 1/2 in einem Magnetfeld B = (0,0, B) ist
gegeben durch

H = pBS,, wobei S.|z4) = ii\zi), (zx|2E) =1, (zL|zF) =0.
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a) Zur Zeit t = 0 sei der Spin in x-Richtung polarisiert,
(a)
. h
9t = 0)) = o), Sela) = = o)

Bestimmen Sie den Zustandsoperator W (¢ = 0) in den Basen {|z4)} und {|z+)}.
Bestimmen Sie die Entropie zur Zeit ¢t = 0. Intepretieren Sie das Ergebnis.

(b) Berechnen Sie mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperators

U(t) = exp(—%ﬁt)

N ~

den zeitabhiingigen Zustandsoperator W (t), und damit (S,)(t), (S,)(¢) und (S.)(t).

(je 2 Punkte)

. Zustandssumme im klassischen Grenzfall (1 Punkt)

In einem Volumen V befindet sich ein Gas aus N geladenen Teilchen (Ladung g, Masse
m). Berechnen Sie den Effekt eines externen Magnetfeldes B auf die klassische kanoni-
sche Zustandssumme Zg (7, B). Intepretieren Sie das Ergebnis.

. Thermische Ausdehnung eines Molekiils: Stérungsrechnung (2 Punkte)

Ein zweiatomiges Molekiil, das in ein Kritall eingebettet ist, besitzt nur noch einen
Schwingungsfreiheitsgrad. Das Bindungspotential der Atome enthélt einen anharmoni-
schen Term ~ 23, der Hamiltonoperator lautet also

n2

o 1 .
H=Hy+V, Hy=2L 1 mwi? V=ai’
2m 2
wobei
3= f (a+ &T) H, In) = E,|n), (n|n') = 6,
Qmwo ) 0 n ) n,n’-

Das Kristall wirkt als Warmebad mit der Temperatur 7' (kanonische Gesamtheit).

(a) Berechnen Sie Zustandssumme Z, und freie Energie Fy des ungestorten Systems H.
Bestimmen Sie die Korrektur F; zur freien Energie in 1. Ordnung Storungstheorie:

R A R 1 - 1
F=F+F+..., Fi=V)=Tc(WV), Wy=—ePh 3g=_—
Zo kT

(2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind weiterfihrende Aufgaben fiir Interessierte und gehen
nicht in die Wertung ein:
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(b) In 1. Ordnung Storungstheorie ist ein thermischer Mittelwert (A) gegeben durch

A ~

Tr(WA) = Tr(WoA) + Tr(W, A)

wobei

A ~

N . o
Wy = —W, / A7V, — (V)o], V. = ™oy em7Ho
0

Gesucht ist die mittlere Ausdehnung (z) = Tr(W#) des Molekiils in 1. Ordnung.
Berechnen Sie Tr(Wyz). Zeigen Sie dann zunéchst, dass

~ 1 s A 75En
Tr(Whz) = (70 Z (n'|V|n) (n\ﬂn')ﬁ) + (komplex konjugiert)
n,n'=0 n "

(c) Gewinnen Sie daraus

. 1 Fwo \ — _
Tr(W12) = —const. - 7 sinh (%—;) ;ﬁ e~ Phwon

und berechnen Sie die Summe. Wie verlduft (z) qualitativ im Bereich 0 < T < oo
fiir o < 07
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