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1. Ising-Modell mit Néchster-Nachbar-Wechselwirkung (6 Punkte)

Wir betrachten das Ising-Modell fiir N wechselwirkende Spins 1/2 mit S.,|o) = Bolo),
o = +1,—1. Die Spins sind auf einem quadratischen Gitter angeordnet, jeder Gitter-
platz hat z n#chste Nachbarn. In einem Mikrozustand o = (01, 09,03,...,0x) sind
Energie £, und Magnetisierungsdichte m,, gegeben durch

N N
J 1
E, = -3 E E )Uz'Uj, Mo = ;1 oi, (n.N.i) = néachster Nachbar von ¢

=1 ]:(nNZ
J > 0 bezeichnet die Wechselwirkungskonstante.

(a) Ndiherung von Bragg und Williams (1934):
Setzen Sie

o= (ma + Aoy), Aoy := (0, —mg,), [ = beliebiger Gitterplatz

in E, ein, und zeigen Sie dass
J
E,=—-N 5% m2
falls man alle Fluktuationsterme ~ Ao;Ao; vernachléssigt.

(b) Bestimmen Sie die Entropie S(E, m, N) = kIn(Q) des mikrokanonischen Ensembles
fiir fest gewéhlte E, m, N in der Niaherung aus (a).

Hinwers:
m=M/N,M=(Ny—N_),N=(N,+N_)

Verwenden Sie die Stirling Formel, z.B. In(/NV,!) ~ N In(N,) + N,.

(c) Bestimmen Sie die freie Energie F(T,m,N), und daraus eine Gleichung fur die
Magnetisierung m = m(T, N) im thermodynamischen Gleichgewicht. Zeigen Sie,
dafl unterhalb einer Temperatur 7. eine spontane Magnetisierung existiert, d.h.
T <T. :m # 0, und bestimmen Sie T..

Hinwers:

1+m. 14+m 1-m. 1—m
2 2 2 2 ’

J
F(T,m,N):N(—EzmQijT In + kT In

(je 2 Punkte)

Seite 1 von 2



2. Ising-Modell mit unendlich langreichweitiger Wechselwirkung (4 Punkte)

Nimmt man an, da} die Wechselwirkung .J jeden Spin mit jedem anderen auf dem
Gitter verbindet, so lauten Energie und Magnetisierungsdichte im Mikrozustand o =
(0-17“‘70-]\7):

h ist ein duleres Magnetfeld.

(a) Betrachten Sie die Zustandssumme Z (T, h, N) der kanonischen Gesamtheit, und
zeigen Sie: Fiir das Schwankungsquadrat ((Am)?) mit Am, = (m, — (m)) folgt
((Am)?) o %, und daher kann fiir N — oo die Energie geschrieben werden als

N
Ea = —EZO’Z' + E@
i=1

Wie lauten das effektive Magnetfeld A und die Konstante Ey? (3 Punkte)

(b) Gewinnen Sie nun eine Gleichung fir (m)(7T, N) aus der kanonischen Zustands-
summe, und zeigen Sie, dass fiir 7 < 77 eine spontane Magnetisierung existiert.
Bestimmen Sie die Ubergangstemperatur 77. (1 Punkt)
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