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1. Integrabilitdtsbedingung:
Eine Form

dw = f(x,y)dr + g(z,y)dy

heifit integrabel wenn eine Funktion h(z,y) existiert, deren vollstandiges Differential dh
identisch mit dw ist. Das ist genau dann der Fall, wenn die Integrabilitdtsbedingung
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erfiillt ist.

Testen Sie, ob fiir die folgenden Félle

(a) f(z,y) =32? —2zy —y? und g(z,y) = —2* — 22y + ¥°,
(b) flz,y) =3z+y und g(z,y) = —x — 3y,

dw integrabel ist. Falls dw integrabel ist, bestimmen Sie h(z,y).

2. Funktionaldeterminanten:
Seien u(x,y) und v(z,y) Funktionen der unabhingigen Variablen x und y. Als Funk-
tionaldeterminante bezeichnet man die Grofie
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(a) Zeigen Sie die Relationen
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(b) Es sei nun ein funktionaler Zusammenhang zwischen x und y durch ¢(z, y) =const=
z gegeben, der eine Abhéngigkeit y = y(z) herstellt. Zeigen Sie, dass dann gilt:
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(Bem.: Oft schreiben wir in obigen Beziehungen einfach z = z(x, y) und ersetzen ¢
tiberall durch z).

(c) Wir betrachten nun drei Variablen, die eine Bedingung F(x,y, z) = 0 erfiillen, sowie
zwei der Variablen eine weitere Bedingung w = w(x,y). Zeigen Sie, dass dann gilt:
dy
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. Legendre-Transformation:

Gegeben sei eine Kurve U(S) in einem Bereich, in welchem sich das Vorzeichen ih-
rer Kriimmung nicht &ndert. Geben Sie eine eindeutige Darstellung der Kurve, in-
dem Sie anstelle der Koordinaten S und U die Steigung 7' = dU/dS sowie den U-
Achsenabschnitt F' der Tangente an jeden Kurvenpunkt als unabhéngige Variable ver-
wenden. Die Funktion F'(T") heifit Legendre-Transformierte zu U(SS). Auflésen der (obi-
gen) Beziehung 7' = T'(S) nach S definiert eine Funktion S = S(T).

(a) Zeigen Sie, dass die vollsténdigen Differentiale der Kurve und ihrer Legendre-Transformierten
durch

dU(S) =T(S)dS  und  dF(T) = —S(T)dT

gegeben sind.

(b) Gegeben sei nun eine Fliche U(S, V') mit positiver Steigung beziiglich S, negativer
Steigung beziiglich V' und unverénderlichem Vorzeichen der Kriimmung. Fiihren Sie
jeweils eine Legendre-Transformation fiir konstant gehaltenes V' bzw. fiir konstant
gehaltenes S durch. Die Steigungen seien durch T' = 90U /0S|y sowie —P = 9U/dV |5
gegeben. Auflésen von T'(S, V) nach S und P(S,V) nach V definiert Funktionen
S(T,V) und V (S, P). Bestimmen Sie analog zu oben die vollstdndigen Differen-
tiale der Legendre-Transformierten F'(T, V') und H (S, P). Die Funktionen U(S, V),
F(T,V) und H(S, P) entsprechen der inneren Energie, der freien Energie und der
Enthalpie.



