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1. Gauß-Verteilung für mehrere Variablen: (3 + 2 = 5 Punkte)

Die Gauß-Verteilung ρ(ξ1, . . . , ξM) für die stochastischen Variablen ξ1, . . . ξM sei defi-
niert durch

ρ(ξ1, . . . , ξM) =

√
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(1)

wobei A eine symmetrische, positiv definite Matrix ist.

(a) Betrachten Sie die charakteristische Funktion

φ(λ1, . . . , λM) = 〈ei
PM

j=1
λjξj〉

und zeigen Sie, dass

φ(λ1, . . . , λM) = exp
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]

gilt.

Hinweis: Da ρ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, muss diese normiert sein, d.h.
∫

dx1 . . . dxM ρ(x1, . . . , xM) = 1. Es ist auch hilfreich, die Inverse der Matrix Aij

einzuführen: Gij = [A−1]ij. Da A symmetrisch ist, gilt auch Gij = Gji.

(b) Berechnen Sie, mit Hilfe die charakteristische Funktion, die Kovarianz 〈ξiξj〉 und
die Korrelation 4. Ordnung 〈ξiξjξkξm〉.

2. Gauß-Verteilung für zeitabh. stochastische Variablen: (1 + 2 + 2 = 5 Punkte)

Die in Aufgabe 1 gewonnen Resultate können auf zeitabhängige stochastische Variable
ξ(t) im Zeitintervall [0, τ ] angewandt werden. Man sagt, ξ(t) sei Gauß-verteilt, wenn
die Verteilungsfunktion für die Funktion ξ(t) durch

ρ({ξ(t)}) ∼ exp

(
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1

2

∫ τ

0

dt

∫ τ

0

dt′ ξ(t)g−1(t − t′)ξ(t′)

)

. (2)

gegeben ist.



(a) Um eine Interpretation für obige Verteilungsfunktion zu finden, diskretisieren Sie
die Zeit in M Zeitintervalle ∆t. Bringen Sie die diskretisierte Verteilungsfunktion
in die Form der Gleichung (1).

(b) Berechnen Sie den Mittelwert
〈

exp

(

i

∫ τ

0

dt ξ(t)

)〉

, (3)

indem Sie die diskretisierte Version benutzen und danach das Ergebnis wieder durch
kontinuierliche Integrale ausdrücken.

(c) Berechnen Sie 〈ξ(t)ξ(t′)〉. Finden Sie daraus eine physikalische Interpretation für
die Größe g(t − t′). Unter welchen Umständen ist die Diskretisierung der Zeit eine
gute Näherung?

3. Schrotrauschen: (2 + 2 + 3 + 3 = 10 Punkte)

Zwei metallische Leiter 1 und 2 seien durch eine dünne isolierende Schicht voneinander
getrennt. Stromfluss von einem Leiter zum anderen ist möglich, da es wegen quanten-
mechanischen Tunnelns eine endliche Wahrscheinlichkeit dafür gibt, dass Elektronen
die isolierende (und damit klassisch verbotene) Schicht überwinden. Die Zahl n(τ) der
Elektronen, die innerhalb eines Zeitintervalls [0, τ ] die Barriere vom Leiter 1 kommend
durchtunneln, ist im Grenzfall kleiner Tunnelwahrscheinlichkeit mit dem Parameter Γ12

Poisson-verteilt. Der Strom ist eine stochastische Variable gegeben durch

I(t) = e

n(τ)
∑

j=1

δ(t − tj) , (4)

mit über dem Intervall [0, τ ] gleichverteilten stochastischen Variablen tj. Mittelwertbil-
dung erfolgt demnach durch die Vorschrift

〈X(t)〉 =
∞
∑

n=0

e−τΓ12
Γn

12

n!

∫ τ

0

dt1 . . .

∫ τ

0

dtnX(t, t1, . . . , tn). (5)

(a) Bestimmen Sie den mittleren Strom 〈I(t)〉. Finden Sie eine vom Ergebnis nahege-
legte physikalische Interpretation für den Parameter Γ12.

(b) Berechnen Sie 〈I(t) I(t′)〉. Das Ergebnis sagt etwas über Korrelationen der Strom-
fluktuationen δI(t) = I(t) − 〈I(t)〉 (Rauschen!) aus. Interpretieren Sie!

(c) Verallgemeinern Sie die Rechnungen in (a,b) für den Fall, dass Elektronen auch
in die Gegenrichtung (Parameter: Γ21) tunneln können. Was können Sie über das
Rauschen mehrerer statistisch unabhängiger Rauschquellen aussagen?

(d) Eine Spannung V sei am Tunnelkontakt angelegt, so dass das chemische Potential
im Leiter 1 um eV über dem des Leiters 2 liegt. Benutzen Sie die aus dem Prinzip
des detaillierten Gleichgewichts folgende Beziehung Γ12/Γ21 = exp (eV/kT ), um
für einen Kontakt mit linearer Strom-Spannungs-Charakteristik, 〈I〉 = V/R, die
Parameter Γ12 und Γ21 durch V und R auszudrücken. Berechnen Sie damit die
Spektraldichte S(ω) = 2

∫

∞

−∞
dt e−iωt 〈δI(t) δI(0)〉 des Rauschens als Funktion von

V und T und diskutieren Sie den Grenzfall kT ≫ eV .


