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1. Stirlingformel und Wahrscheinlichkeiten (5 + 5+ 7 + 8 = 25 Punkte, schriftlich)

(a)

Beweisen Sie die Stirlingsche Naherungsformel
Inn!~nlnn—-—n, n>1. (1)

Benutzen Sie hierzu die Definition von n! iiber die Gammafunktion
o0
'(n+1)=n!= / dr x" e (2)
0

und berechnen Sie das Integral niherungsweise mit der Sattelpunktsmethode. Zei-
gen Sie hierzu, dass der Logarithmus des Integranden ein Maximum bei x = n
besitzt und entwickeln Sie bis zur quadratischen Ordnung in der Variablen z — n.
Dies liefert ein leicht auszurechnendes Gauf3sches Integral.

Ab wie vielen Studenten ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Studenten
am gleichen Tag Geburtstag haben, grofier als 1/2 7

Eine Miinze, die entweder das Ergebnis ,Kopf“ oder das Ergebnis ,,Zahl“ ergibt,
werde n-mal geworfen, wobei n > 1 sei. Das Ergebnis ,, Kopf“ werde ni-mal gezéhlt,
das Ergebnis ,, Zahl“ no-mal, was die Wahrscheinlichkeiten p; = ny/n und ps = na/n
fiir die beiden Events ergibt.

Berechnen Sie die Anzahl der verschiedenen Konfigurationen w(ni,n2,n) die zum
Ergebnis {nj,n2} nach n Wiirfen fithren, d.h. n;-mal ,,Kopf*, ns-mal ,,Zahl“ und
n1 + no = n. Bestimmen Sie das Maximum der Funktion w und damit die wahr-
scheinlichsten Werte fiir p; und po.

Zeigen Sie nun, dass dieses Maximum scharf wird im Limes n — oo. Zeigen Sie
dazu, dass sich die Funktion w schreiben lasst als

w(% —m, g +m7n> - ’lI}(p’ 1 _pan) ~ w(g’ g’n)e_zmQ/n7 (3)

wobei p = % — 27 und n > m > 1 angenommen wird. Bestimmen Sie die Breite

dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung .

2. Funktionaldeterminantenkalkiil (54 10 + 10 = 25 Punkte, schriftlich)
Gegeben seien die Funktionen u(z,y) und v(z,y) mit unabhéngigen Variablen = und y.
Als Funktionaldeterminante bezeichnet man

ou o0
I(u,v) C det Oxly 0Oyla
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(a) Zeigen Sie dass folgende Relationen gelten

o(u,y) Ou
I(z,y) N %‘y )
O(x,v)  Ov
O(z,y) Oyl
I(u,v) _ O(v,u) _ 9(u,v) (5)
x,y)  Ozy)  O(y,x)

O(u,v)
O(u,v) _ d(u,v) (s, t _ 0(s, 1) (6)
Ox,y)  O(s,t) Az,y)  O(zy)

J(s,t)

(b) Es sei nun ein funktionaler Zusammenhang zwischen den Variablen z und y durch
die Relation ¢(x,y) = z = const. gegeben, der eine Abhéngigkeit y = y(x) herstellt.
Zeigen Sie, dafl dann gilt

ox| [0y -1

8y’¢>_<8x ¢> ")
99

Ay __ oxly
8yz

Bemerkung: Wir schreiben in den obigen Beziehungen oft einfach z = z(z,y) und
ersetzen die Funktion ¢ dann durch z.

(c) Betrachten Sie nun drei Variablen, die eine Bedingung F'(z,y, z) = 0 erfiillen. Fiir
zwei der Variablen gelte eine weitere Bedingung w = w(x,y). Zeigen Sie, dass dann
gilt

ox ox| Oy
= ayl-dwl: ©)
ox ox dr | Ow
=== = = 1
. Gummiband (8 4 10 4+ 7 = 25 Punkte, miindlich)

Fiir ein elastisches Gummiband der Lange [ bei der Temperatur 7" und unter der Span-
nung J wurden experimentell folgende Beziehungen gemessen

3,2 ()
<%{>T:‘f<1+2<ll°>3) : (12)

Hier bezeichnet [y die Lange des ungedehnten Bands, die als temperaturunabhingig
angenommen wird, und a ist eine Konstante.

(a) Bestimmen Sie die Zustandsgleichung des Systems, d.h. finden Sie die Spannung
J(T,1) als Funktion der Temperatur 7" und der Linge | des Gummibandes.

(b) Nehmen Sie an, dass die spezifische Warme C; bei konstanter Lénge [ temperaturu-
nabhiigig ist. Das Band werde nun von einer anfinglichen Linge [y und Temperatur
Ty auf adiabatische und reversible Weise auf eine finale Lénge 1 gedehnt. Berechnen
Sie die finale Temperatur 77.



(¢c) Das Band werde nun losgelassen, so dass es sich wieder auf seine natiirliche Linge [
kontrahiert. Bestimmen Sie die Anderung der Entropie S unter der Annahme dass
keine Warme mit der Umgebung wihrend dieses Prozesses ausgetauscht wird.

Hinweis: die Anderung der inneren Energie U des Gummibandes ist gegeben durch
dU =T4dS + Jdl, wobei Jdl die Arbeit bezeichnet die verrichtet wird um das Gummi-
band um die Strecke dl zu dehnen.

. Ultrarelativistisches Bosegas (10 + 10 + 5 = 25 Punkte, miindlich)
Die innere Energie U eines ultrarelativistischen Gases von Bosonen, wie zum Beispiel
Photonen, erfiilllt U = oV T, wobei o die Stefan-Boltzmann Konstante und T die
Temperatur bezeichnet. Der Druck eines solchen Systems erfiillt p = U/3V wobei V/
das Volumen des Systems bezeichnet. Das chemische Potential des ultrarelativistischen
Bosegases verschwindet . = 0. Diese Relationen folgen experimentellen Beobachtungen,
spéter werden wir sie auch durch eine mikroskopische Theorie fundieren.

Analysieren Sie einen geschlossenen Carnotzyklus fiir das ultrarelativistische Bosegas.
Dieser setzt sich aus den folgenden vier Schritten zusammen: isothermische Expansion
— adiabatische Expansion — isothermische Kompression — adiabatische Kompression,
und bestimmen Sie

(a)
aQ = f40. (13)

wobei das Integral iiber den geschlossenen Zyklus lduft und 6Q = 6U + dW die
Wirme bezeichnet und W = poV die Arbeit.

(b)
AS = 7{ ‘%Q, (14)

wobei das Integrale iiber den geschlossenen Zyklus lduft.

(c¢) Interpretieren Sie Ihre Ergebnisse.



