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1. Hiipfen zwischen néchsten Nachbarn (12 4 13 4 25 = 50 Punkte, schriftlich)

Die Operatoren ¢! und ¢, erzeugen bzw. vernichten Fermionen in orthogonalen ein-
teilchen Orbitalen, die mit n numeriert werden. Die Operatoren 7,1 und 7, wobei k
wieder eine natiirliche Zahl ist, werden aus ¢} und ¢, konstruiert gemis,

N
=2 Usncl,. (1)
n=1

(a) Finde die Bedingung an die Matrix U (welche aus den Elementen Uy, besteht), die
dafiir sorgt dass 7,1 und 7, die gleichen fermionischen Antikommutatorrelationen
erfiillen wie ¢}, und c,,.

Ein Model fiir das Hiipfen von spinlosen Fermionen auf einer eindimensionalen Kette
mit N Gliedern wird durch den Hamiltonoperator

N
H=-t Z(CL+ICR + CILCTL“Fl)’ (2)

n=1

beschrieben, mit £ > 0 und der periodischen Randbedingung, cy11 = c;.
(b) Zeige dass die Wahl,

1 2mikn
Uppn = —ex 3

die Bedingung an U erfiillt.

(c) Zeige weiterhin dass sich H auch schreiben lisst als,

N
H=>_ B (4)

k=1

und bestimme F.

2. Zweizustandssystem (154 20 + 15 = 50 Punkte, miindlich)

Ein einfaches Modell fiir die Kopplung einer Strahlungsmode an ein Zweizustandssy-
stem kann folgendermaflen definiert werden. Die Strahlungsquanten werden durch die
Operatoren b' und b erzeugt bzw. vernichtet, welche die Kommutatorrelation [b, b'] = 1
erfiillen. Der Zustand des Zweizustandssystems wird durch die Operatoren fT und f
veridndert, mit den definierenden Eigenschaften {f, f1} = 1 und f? = 0. Die zwei



Typen von Operatoren kommutieren miteinander: [b, f] = [b, f] = 0 und der Hamil-
tonoperator ist

H=e'b+wflf+A0'f+ fb), (5)

wo € die Energie der Strahlungsquanten, w die Energieaufspaltung des Zweizustands-
systems, und A die Kopplungskonstante ist. Fiir den Vakuumzustand |0) gilt (0|0) = 1,
f10) =0, und b|0) = 0. Sei B =b'b und F = fTf.

(a) Zeige dass [H, B+ F] =0.
(b) Erklére wieso aus (a) folgt dass die Eigenzustande von H die Form
[9) = [ ()" fT + 0, (b7)"] [0) (6)
haben, wobei u,, und v,, Konstanten sind.

(c) Zeige damit dass die Eigenwerte von H die Gestalt haben:

2
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+ — 2,
ne + 5 \/( 5 ) + nA (7)

. Diagonalisieren quadratischer Hamiltonoperatoren
(35 + 35 = 70 Bonus Punkte, mundlich)

(a) Betrachte ein System bestehend aus zwei verschiedenen Bosonen welche durch die
Einteilchen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren af, a und b, b beschrieben
werden. Der Hamiltonoperator sei,

H = eqa’a+ egb’b + \a'b" + ba) (8)
mit €4 < ep. Zeige dass H umgeformt werden kann zu
H = we cle +wp d'd + constant, 9)

mit we < wp, wobei ¢!, ¢, df, und d auch bosonische Operatoren sind. Bestimme
die Verkniipfung zwischen den Operatoren a, b und ¢, d und zeige dass gilt,

woe = % {[(GA +ep)? — 4N V2 (ep — GA)} ;
wp = % {[(eA +ep)? =AY 4 (e — eA)} . (10)

Bestimme die Erwartungswerte (c'c) und (a'a) beziiglich des Grundzustands.

(b) Betrachte ein System von Spins mit unterschiedlichen Betrégen S4 and Sp die ein
einfach kubisches Gitter mit Gitterkonstante a abwechselnd besetzen (die Dimen-
sion D = 3). Die Spins wechselwirken mit ihren néichsten Nachbarn durch antifer-
romagnetischen Austausch der stidrke J. Durch eine ungefdhre Holstein-Primakoff-
Transformation kann der Hamiltonoperator in der Wellenvektorreprésentation aus-
gedriickt werden als,

H=—-NJzS45+ Jz Z {SBaLak + SAbLbk + (SASB)1/2 [zl Z exp (ik.ej)] (altb;f( + bkak)}
Kk j=1
|



wo e; die Verbindungsvektoren zwischen den zwei Untergittern sind und z die Ko-
ordinationszahl. af, b sind bosonische Operatoren definiert auf den jeweiligen Un-
tergittern A und B, die die Kommutatorrelationen [af, b] = [a, b] = 0 erfiillen. Zeige,
unter der Annahme S4 > Sp und (S4 — Sp) < S4, dass das Spektrum fiir niede-
renergetische Anregungen fiir groffe Wellenléngen zwei verschiedene Regime besitzt,
ka < koa and kpa < ka < 1, jeweils mit der Energie w(k) ~ k%. Bestimme die
charakteristische Wellenzahl ky, und die Werte von « in den beiden Regimen.



