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1. Ideales Fermigas: spezifische Wirme bei niedrigen Temperaturen
(25 Punkte, schriftlich)

Betrachten Sie ein ideales Fermigas aus N punktférmigen Teilchen der Masse m und
Spin s = % in einem dreidimensionalen Volumen V. In der Vorlesung wurde der folgende
Ausdruck fiir das groBkanonische Potential € fiir das ideale Fermigas im Regime kgT <
er hergeleitet:
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mit der Zustandsdichte v(e) = (Qh—’;l)% % (fiir € > 0). Die GroBe b(e) ist definiert als
b(e) = / da(e)  mit  a(e) = / derv(er) 2)

Das Fermigas bei T' = 0 wird auch als entartetes Fermigas bezeichnet. In dieser Aufgabe
soll die spezifische Warmekapazitit des ,,fast entarteten“ Fermigases, bei kT < €p,
berechnet werden.

(a) Zeigen Sie, dass sich aus (1) die Teilchenzahl N (7', V, p)

N(T,w):w<zm)z
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ergibt. Driicken Sie Gl. (3) mit Hilfe der Fermienergie er aus. Leiten Sie daraus
einen Naherungsausdruck fiir das chemische Potential p(7') Regime kT < ep her,
inklusive der ersten Korrektur in (kgT)/ep.

(kpT)* + ... (3)
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(b) Bestimmen Sie die spezifische Wérme

aus dem grofkanonischen Potential €2, Gl. (1), inklusive der ersten Korrektur in
(kgT')/erp. Verwenden Sie dazu das Ergebnis aus Teilaufgabe (a).

2. Ideales Fermigas: Zustandsgleichung und Entropie (25 Punkte, schriftlich)
Fiir das ideale Fermigas in drei Dimensionen wurde in der Vorlesung ein exakter Aus-
druck fiir das groBkanonische Potential gezeigt:
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(a) Berechnen Sie die Entropie S(7T,V, u). Zeigen Sie dann mit Hilfe von thermodyna-
mischen Relationen, dass das Fermigas die Zustandsgleichung

2
PV = U (6)

erfiillt.

(b) Betrachten Sie (7, V, 1) im Regime kg1 > €p (klassischer Grenzwert) und finden
Sie einen Ausdruck fiir (7, V, N) bei hohen Temperaturen. Wie verhélt sich die
Entropie S als Funktion von 7,V und N (statt x) bei hohen Temperaturen?

Hinweis: Die Funktionen f,(z) sind definiert durch
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Sie kénnen durch Polylogarithmen ausgedriickt werden: fy(z) = —Lis(—z). Verwenden
Sie die Eigenschaften dieser Funktionen.
. Zustandsdichte in niedrigen Dimensionen (5 Punkte, miindlich)

In der Vorlesung haben Sie die Zustandsdichte des idealen Fermigases kennengelernt.
Berechnen Sie nun die Zustandsdichte

_(2s+1)
v(e) = ; (e — e(k))

freier, nichtrelativistischer Teilchen mit s = 1/2 in niedrigen Dimensionen d = 1, 2.

. Fermionen mit Spin-Bahn-Kopplung (45 Punkte, miindlich)
Ein einfaches Modell, das eine Spin-Bahn-Kopplung freier Spin-1/2-Teilchen in 2 Di-
mensionen beschreibt, ist durch den folgenden Hamiltonoperator gegeben:
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mit einem Vektor ¢ aus Pauli-Matrizen o,, 0,,. Betrachten Sie das grofkanonische En-
semble bei 7" = 0, und nehmen Sie an, dass p > 0.

(a) Bestimmen Sie die Eigenenergien von (8). Fiihren Sie eine Quantenzahl v = £1 ein
(Chiralitdt), um die Eigenenergien €, ., zu charakterisieren.

(b) Berechnen Sie die Teilchenzahl N mit
+1 &p
N(T = = — — .
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Bei welchem Wert der Dichte n, (n = %) wird g = 0?7 Was passiert mit p bei
n < ne.!



(c) Finden Sie die Zustandsdichte v(e,).

(d) Benutzen Sie die Zustandsdichte um bei kleinen, endlichen Temperaturen kT <
die Energie E und daraus die spezifische Warme
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CV# = <8_T>V7u (10)

bei festgehaltenem g > 0 zu berechnen.

Mit ,,schriftlich” gekennzeichnete Aufgaben sind handschriftlich zu bearbeiten und bis
Mittwoch (vor der Besprechung), 10 Uhr, in den dafiir vorgesehenen Kasten einzuwerfen.



