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1. Korrelatoren im 1D-Ising-Modell (30 Punkte, schriftlich)

Gegeben sei ein Ising-Modell aus N Spins—% in einer Dimension mit periodischer Rand-

bedingung: S’f{, = S’f (Ising-Modell auf einem Ring). Der Hamiltonoperator ist

N N
H=—JY SiSi,—vB> 57 . (1)
i=1 i=1

mit der Austauschwechselwirkung J und einem Magnetfeld B > 0. Die Eigenwerte
der Spinoperatoren SZ seien durch % bezeichnet sind und kénnen die diskreten Werte
= +1 annehmen (h = 1) . Betrachten Sie den thermodynamischen Limes N — oo.

(a) Berechnen Sie im endlichen Magnetfeld B > 0 den Korrelator

(0i0j) = Zazaj ) 1> . (2)
{Jl}

Wie verhélt sich der Korrelator (o;0;) im Limes (i — j) — oo? Interpretieren Sie
das Ergebnis.

(b) Berechnen Sie fiir B = 0 die Korrelatoren
(o0j0k) und (oi0j0401) , i>ji>k>1. (3)
Driicken Sie den 4er-Korrelator (o;0;040;) durch den 2er-Korrelator (o;0;) aus.

Hinweis: Verwenden Sie die in der Vorlesung diskutierte Transfermatrixmethode. Im
thermodynamischen Limes N — oo konnen Sie Beitrige der Form (Xy/\)Y ver-
nachléssigen, wobei \;/, die Eigenwerte der Transfermatrix sind und A; > A,.

2. Suszeptibilitdt und Korrelatoren in Ising-Modellen (20 Punkte, schriftlich)

Im Allgemeinen hat der Hamiltonoperator eines Ising-Modells die Form
H=-J> 55 —yBY S, (4)
(ig) i

wobei (ij) die Summation iiber néchste Nachbarn bezeichnet. Benutzen Sie den allge-
meinen Ausdruck Z = Tr {e H/(kBT) } fiir die Zustandssumme, um zu beweisen, dass

die Suszeptibilitdt y = %z\g die folgende Relation erfiillt:
72 Gz Gz 4\ 2
x= = (DS = D08 | (5)
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3. Anharmonischer Oszillator (50 Punkte, miindlich)

Die Wechselwirkung zwischen den beiden Atomen eines zweiatomigen Molekiils kann
durch ein Potential U(r) beschrieben werden, wobei r den Abstand der Atome bezeich-
net. Das Molekiil sei in ein Kristallgitter eingebunden, so daf die Rotationsfreiheitsgrade
unterdriickt sind und vernachléssigt werden konnen. Fiir kleine Auslenkungen x = r—ry
aus der Ruhelage ry kann U um ry entwickelt werden. Dann wird das Molekiil durch
den Hamiltonoperator

A . . o1

H=Hy+V,  Hy=-—+ -mwii? V = ai?

2m 2

beschrieben, mit der effektiven Masse m und der Eigenfrequenz wy. Betrachten Sie den
anharmonischen Term V als kleine Storung. Das Kristall wirkt als Warmebad mit der
Temperatur 7' (kanonische Gesamtheit).

UA

*****

(a) Berechnen Sie Zustandssumme Z, und freie Energie Fy des ungestorten Systems Hy.
Bestimmen Sie die Korrektur Fj zur freien Energie in 1. Ordnung Storungstheorie:
- SN - 1

F=FotFi+..., F=(V)=ThV), W=_c,
0

Hinweis: Benutzen Sie Auf- und Absteigeoperatoren a und a .

(b) In 1. Ordnung Storungstheorie ist ein thermischer Mittelwert (A) gegeben durch

A A

Te(WA) = Tr(WoA) + Tr(W,A)
wobei 5
m:_m/}mm_wM,m:ammq%
0

Gesucht ist die mittlere Ausdehnung (Z) = Tr(W#) des Molekiils in 1. Ordnung.
Berechnen Sie Tr(Wy2) und zeigen Sie zunéchst, dass

P 1 «— ~ . e PEn .
Tr(Wi2) = | = Z <m]V|n>(n|x|m)m + (komplex konjugiert) .

n,m=0
(¢) Bringen Sie Tr(W,4) auf die Form

A~ 1 h{,«_] o0 )
Tr(Wi&) = —const. - 70 sinh <2/<:_;) ;ﬁ2eﬁ}won '



(d) Berechnen Sie die Summe in Tr(W;#) und damit die Verschiebung der Ruhelage
durch das anharmonische Potential.

(e) Wie verlduft (z) qualitativ im Bereich 0 < T < oo fiir @ < 07 Berechnen Sie den
thermischen Ausdehnungskoeffizienten

1 0(x)
To 8T .

Mit ,,schriftlich” gekennzeichnete Aufgaben sind handschriftlich zu bearbeiten und bis
Mittwoch (vor der Besprechung), 10 Uhr, in den dafiir vorgesehenen Kasten einzuwerfen.



