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1. Landau-Funktional des Ising-Modells
(14 + 12 4+ 12 + 12 = 50 Punkte, schriftlich)

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass ein Ising-Modell im Limes grofler Wel-
lenléngen (kleine k) durch ein Landau-Funktional beschrieben werden kann. Betrach-
ten Sie ein Ising-Modell aus N Spins (0; = £1) auf einem 3-dimensionalen Gitter mit
Nichster-Nachbar-Wechselwirkung (.J;;):

H = — JijO'Z'O'j (1)
(ig)

Die Wechselwirkungskonstanten .J;; konnen hier als Matrix J aufgefasst werden, die
Matrix J sei invertierbar. (In Matrixschreibweise mit Vektoren o = (04, ...,0y) kann
man den Wechselwirkungsterm schreiben als —oJo.)

(a) Fiihren Sie die Summen iiber o; = 1 in der Zustandssumme aus. Entkoppeln Sie
dazu die Spin-Spin-Wechselwirkungsterme mit der Hubbard-Stratonovich-Trans-
formation (eine Verallgemeinerung der Transformation in Aufg. 1 auf Blatt 13)
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Ersetzen Sie dann die Variablen x; in der Zustandssume mit neuen Variablen ¢;,
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entwickeln Sie den Exponenten in der Form log(cosh z) ~ % — %

quadratischen Terme im Exponenten zusammen.

(b) Transformieren Sie mit
1 -
pi=p(r) =+ > e (4)
k

analog J;; = J(|r; — rj|), in den Fourierraum. Die Summe ), lduft iiber alle N
moglichen Werte von k. Wie sieht das Landau-Funktional F[pg] in
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aus?



(c) Betrachten Sie den Limes groBer Wellenléngen, k,, k,, k., < 1/a: Vereinfachen Sie
Jr zu (Gitterkonstante a)

=2
Je = 2J (d—a’k?) = Jo (1 — %kZ) : (6)

Benutzen Sie dazu, dass die J;; nur fiir Nachste-Nachbar-Paare von Null verschieden
sind. Auch den Wechselwirkungsterm kénnen Sie mit (6) vereinfachen, nehmen Sie
dabei nur den konstanten (k-unabhéingig) Beitrag mit.

(d) Im Limes kleiner |k| < a ist es sinnvoll, die Summe tiber k in F[pg] auf Inte-
gralform zu bringen. Benutzen Sie die kontinuierliche Fourier-Transformation ¢y =
% [ @®ro(r)e”*" um wieder in den Ortsraum zu transformieren und zeigen Sie, dass

Fletr] = [ & (ag?) + G756 | @

wobei a = % sein soll. Geben Sie g, T¢, & und b an.

Damit haben Sie aus dem Ising-Modell (1) ein Landau-Funktional hergeleitet. Bei
T = T, wechselt a das Vorzeichen und es findet ein Phaseniibergang statt.

2. Ginzburg-Kriterium (104 10+ 10+ 10 + 10 = 50 Punkte, miindlich)
Nach der Landau-Theorie kann man die Zustandssumme in der Form
7 = /D[gp]e'BF[“’] (8)

schreiben, F[p] ist dabei das Landau-Funktional (der Vorfaktor, vgl. (5), ist im In-
tegralmafl D[p] enthalten). Das Integral in diesem Ausdruck ist ein Pfadintegral, das
alle moglichen Konfigurationen der Variablen ¢ beriicksichtigt. Wie in der Vorlesung
diskutiert wird in der Molekularfeldtheorie (mean field theory) das Integral durch den
grofiten Beitrag am Sattelpunkt Fy = Flpo] von F gendhert. Um diese Naherung zu
tiberpriifen muss man Fluktuationen §F[p] um den Sattelpunkt Fy betrachten.

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass man mit einem Landau-Funktional der Form (7),

Flel =% [ air (ar) + (70l + 5o'()) )

fiir die freie Enthalpie das folgende Ergebnis erhélt:
G(T,H=0)=Fy+0G mit (10)
SG(T,H =0) = WZBT / élj:;d log (A + & k%) + kT (konst.) (11)

mit A = a + 3bp} und @ = =%, Die Dimension d sei hier beliebig. Der Teil 6G
beriicksichtigt den Beitrag der Fluktuationen von ¢ um ¢y.

(a) Entwickeln Sie Flp] in ¢ = ¢o + d¢ und geben Sie zunéchst Fy und ¢o(7") an
(Wiederholung aus der Vorlesung). Bestimmen Sie aus Fj, die Warmekapazitét c,,s
der Molekularfeldtheorie (bei konstantem V).



(b) Zeigen Sie, dass die quadratischen ¢-Terme in (9) die Korrektur §G nach (11)
generieren. Benutzen Sie dazu die d-dimensionale Fourier-Transformation

d
o(r) = / %w | (12)

Beachten Sie den Faktor /AV im Integralmafl D]p], vgl.(5), im Unterschied zur
Vorlesung.

(c) Betrachten Sie jetzt den Beitrag G der Fluktuationen, gegeben durch (11). Be-
rechnen Sie den Beitrag cy,. zur Warmekapazitét, zunéchst ohne die k-Integrale
auszuwerten.

Schreiben Sie die Integrale in ¢y, in der Form

dk 1
/(QW)d (5_2 +k2)s (13)

Wie verhélt sich die Korrelationsldnge £ in der Ndhe des Phaseniibergangs 1" ~ 1.7

(d) Welches der beiden Integrale in cy,. liefert fiir kleine k den gréBeren Beitrag?
Berechnen Sie das Integral, vernachléssigen Sie dabei die Beitrédge aus dem Bereich
k — oo. Zeigen Sie, dass der Beitrag der Fluktuationen zur Warmekapazitat (fiir
d < 4) die Form

2 ¢4—d

4—d

(14)

Cfiue = konst.

hat. Was ist hier die Konstante?

(e) Skizzieren Sie die beiden Beitrége ¢, (1) und cfpc(T") zur Wérmekapazitit in der
Umgebung von T, fiir d = 3. Vergleichen Sie die Beitrdge: Fiir welche Werte der
Dimension d und der Korrelationslange & ist die Molekularfeldtheorie giiltig? Kon-
stanten der Groflenordnung 1 kénnen Sie dabei vernachléssigen. Die Bedingung fiir
¢ bzw. T ist das Ginzburg-Kriterium.

Die Klausur zur Vorlesung findet am Dienstag, dem 26.07.2016 von 17:30 bis 20:00 statt.
Als Hilfsmittel sind Schreibzeug und ein handgeschriebenes DIN A4-Blatt (doppelseitig)
zugelassen. Die Anmeldung zur Klausur in QISPOS ist bis inkl. Montag, dem 25.07.2016,
moglich.



