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Mathematische Grundlagen

1. Stirlingsche Formel (Hausaufgabe): (5+5+5=15 Punkte)
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Beweisen Sie die Stirlingsche Naherungsformel

N!wﬂ(ﬂy, N> 1. (1)
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Benutzen Sie hierzu die Definition von N! iiber die Gammafunktion
N!:F(N—i-l):/ dr oV e™* (2)
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und berechnen Sie das Integral ndherungsweise mit der Sattelpunktsmethode. Zei-
gen Sie hierzu, dass der Logarithmus des Integranden ein Maximum bei z = N
besitzt und entwickeln Sie bis zur quadratischen Ordnung in der Variablen x — V.
Dies liefert ein leicht auszurechnendes Gaufisches Integral.

Berechnen Sie die Ndherung des Binomialkoeffizienten

n n!
k)T =k 3
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firden Faln > 1lund k=2n mit 0 < 2 < 1.

Bei wie vielen Studenten ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Studenten
am gleichen Tag Geburtstag haben, gerade grofier als 99/1007

... bitte wenden ...



Aufgaben 2,3 und 4 sind miindliche Bonusaufgaben, die in den Ubungsgrup-
pen besprochen werden.

. Integrabilititsbedingung;: (10 Bonuspunkte)

Eine Form

ow = f(z,y)dr + g(z,y)dy

heifit integrabel wenn eine Funktion h(z,y) existiert, deren vollstandiges Differential dh

identisch mit dw ist. Das ist genau dann der Fall, wenn die Integrabilitdtsbedingung
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erfiillt ist. Im Falle von nur zwei unabhéngigen Variablen kann man immer einen inte-
grierenden Faktor a(x,y) # 0 finden, sodass die Form adw integrabel ist.
Testen Sie, ob fiir die folgenden Falle

(a) f(z,y)=32*—2zy—y* und g(z,y) = —2® — 2zy + ¢°,
(b) f(z,y) =3z+y und g(z,y) =—z— 3y,

dw integrabel ist, und bestimmen Sie h(z,y). Finden Sie dazu im Falle einer nichtinte-
grablen Form einen geeigneten integrierenden Faktor a(z,y) = Az + By.

. Legendre-Transformation: (54 5 = 10 Bonuspunkte)

Gegeben sei eine Kurve U(S) in einem Bereich, in welchem sich das Vorzeichen ih-
rer Kriimmung nicht &ndert. Geben Sie eine eindeutige Darstellung der Kurve, in-
dem Sie anstelle der Koordinaten S und U die Steigung 7' = dU/dS sowie den U-
Achsenabschnitt F' der Tangente an jeden Kurvenpunkt als unabhéngige Variable ver-
wenden. Die Funktion F(T') wird als Legendre-Transformierte von U(S) bezeichnet.
Auflosen der (obigen) Beziehung 7' = T'(S) nach S definiert eine Funktion S = S(T).

(a) Zeigen Sie, dass die vollstandigen Differentiale von U(S) und F(T') durch
dU(S) =T(S)dS — wnd  dF(T) = —S(T)dT

gegeben sind.

(b) Gegeben sei nun eine Fliche U(S, V') mit positiver Steigung beziiglich S, negativer
Steigung beziiglich V' und unverénderlichem Vorzeichen der Kriimmung. Fiihren Sie
jeweils eine Legendre-Transformation fiir konstant gehaltenes V' bzw. fiir konstant
gehaltenes S durch. Die Steigungen seien durch T' = 90U /0S|y sowie —P = 9U/9V |5
gegeben. Auflosen von 7'(S, V) nach S und P(S,V) nach V definiert Funktionen
S(T,V) und V (S, P). Bestimmen Sie analog zu oben die vollstandigen Differentiale
der Legendretransformierten F(7',V') und H(S, P).



4. Funktionaldeterminantenkalkiil: (10 4+ 8 + 12 = 30 Bonuspunkte)

Gegeben seien die Funktionen u(z,y) und v(z,y) der unabhéngigen Variablen = und y.
Als Funktionaldeterminante (Jacobi-Determinante) bezeichnet man das Gebilde
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(a) Zeigen Sie, dass folgende Relationen gelten:
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(b) Es sei nun ein funktionaler Zusammenhang zwischen = und y durch
¢(z,y) = const

gegeben, der eine Abhéngigkeit y = y(x) herstellt. Zeigen Sie, dass dann gilt:
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(c) Betrachten Sie nun die drei Variablen x, y und z, die durch die Bedingung
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F(z,y,2)=0

miteinander in Zusammenhang stehen. Durch Auflésen der Gleichung F' = 0 nach
x, y und z erhalten wir die drei Funktionen z(y, 2), y(z, z) und z(x,y). Nehmen Sie
weiter an, dass es einen funktionalen Zusammenhang w = w(zx,y) gibt. Zeigen Sie,
dass die Ableitungen der Funktionen folgende Relationen erfiillen:
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