KARLSRUHER INSTITUT FUR TECHNOLOGIE INSTITUT FUR THEORIE
DER KONDENSIERTEN MATERIE

Moderne Theoretische Physik III (Theorie F — Statistische Mechanik) SS 17

Prof. Dr. Alexander Mirlin Blatt 13
PD Dr. Igor Gornyi, Janina Klier Besprechung: 21.07.2017
1. Brechung der kontinuierlichen Symmetrie: (44+15+6=25 Punkte)

Betrachten Sie ein D-dimensionales Gitter mit magnetischen Momenten &;, die gezwun-
gen sind in einer Ebene zu liegen, ¢; = (0¥, 0!). Der Hamilton-Operator des Systems
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ist (die Summe ist auf néchste Nachbarn im Gitter beschrinkt)

Dieser Hamilton-Operator ist invariant beziiglich der simultanen Rotation aller ma-
gnetischen Momente in der (z,y)-Ebene. Der Ordnungsparameter des Systems ist ein
zweidimensionaler Vektor m(7") = (7;). Bei hohen Temperaturen ist das System in ei-
nem paramagnetischen Zustand mit verschwindender mittlerer Magnetisierung. Wenn
die Temperatur erniedrigt wird, kann das System in einen ferromagnetischen Zustand
iibergehen, der die Rotationsinvarianz bricht.

(a) Das Landau-Funktional
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wird durch uniforme Konfigurationen des Ordnungsparameters minimiert, m(r’) =
konst. Auf Grund der Rotationssymmetrie kénnen wir m(7) = (mg,0) wéhlen.
Zeigen Sie, dass fir T' > T, das Landau-Funktional (2) sein Minimum bei mq = 0
erreicht, wéhrend fiir 7' < T, das Minimum bei mg = \/\t] /4b liegt.

(b) Betrachen Sie nun Fluktuationen des Ordnungsparameters dm, und dm, in der
symmetriegebrochenen Phase, T' < T,. Bestimmen Sie das Landau-Funktional, das
kleine Fluktuationen des Ordnungsparameters in der Gauss’schen N&dherung be-
schreibt. Mit Hilfe der Fourier-Entwickung von dm,(7") (beachten Sie, dass das Feld
dm,, reell ist) zeigen Sie, dass die Korrelationsfunktion (dm,(0)dm, (7)) durch

(o 0, ) = . [ L expli7) Q

gegeben ist. Vergleichen Sie Gl. (3) mit der Korrelationsfunktion der Ordnungspara-
meterfluktuationen in der skalaren Landau-Theorie, die in der Vorlesung diskutiert
wurde.

(¢) Analysieren Sie die Konvergenz des Integrals (3) bei kleinen ¢ und zeigen Sie, dass
die spontane Brechung einer kontinuierlichen Symmetrie in D < 2 Dimensionen
nicht moglich ist (Mermin-Wagner-Theorem).



2. Fliissigkristall: (64+6=12 Punkte + 8 Bonuspunkte)

In dieser Aufgabe diskutieren wir Landau-Theorie fiir Phaseniibergéinge erster Ord-
nung. Fliissigkristalle sind Materialien die aus stabféormigen Molekiilen bestehen, die
eine (langreichweitige) Ordnung in der Orientierung zeigen kénnen ohne in einem fe-
sten Zustand zu sein. Der Ordnungsparameter ¢ = (3cos?6 — 1) ist ein Maf fiir die
Ordnung in der Orientierung der Molekiile, die den Winkel 6 relativ zu einer bevorzugen
Achse einnehmen. Da es (im Gegensatz zum ferromagnetischen Fall) keine Symmetrie
¢ < —¢ gibt, miissen wir im Landau-Funktional fiir den Ordnungsparameter ¢ den
kubischen Term in der Entwicklung mitnehmen:
. t oo . L K e
Fo)] = [ |5 67) v 7) 4060 + 5 [T

2
[
wobei t = a(T — Tp) und a,b,v, K > 0.

(a) Skizzieren Sie die Freie-Energiedichte als Funktion von ¢ fiir verschiedene Tempe-
raturen T'. Bestimmen Sie die Ubergangstemperatur 7. und den Wert von ¢ bei
T=T.,.

(b) Bei einem Phaseniibergang 1. Ordnung ist die Entropie bei der kritischen Tempera-
tur diskontinuierlich. Berechnen Sie die Entropie S fiir 7" unmittelbar oberhalb bzw.
unterhalb T,. Bestimmen Sie die latente Wéarme @; = T'AS des Phaseniibergangs.

(¢) Nehmen Sie an, dass das System nur geringfiigig unter seiner Ubergangstemperatur
liegt. Betrachten Sie ein Tropfchen der Grofle L und der Breite der Grenzflache I,
mit der geordneten Phase innen und der metastabilen Phase drauflen. Bestimmen
Sie den kritischen Keimbildungsradius und die Energie eines Keimbildungstropf-
chens. (8 Bonuspunkte).

3. Ferroelektrisches Kristall: (10+10+5=25 Punkte)

In einem ferroelektrischen Kristall entsteht unterhalb einer Ubergangstemperatur T,
eine spontane Verzerrung v der Einheitszelle, verbunden mit einem Dipolmoment P.
Das Freie-Energiedichte-Funktional fiir die beiden Ordnungsparameter n = |P| und ¢
lautet
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(a) Bestimmen Sie den Gleichgewichtswert 1) = ¢)g(n) und damit das Freie-Energiedichte-
Funktional f(n) = f(n,¥a(n)). Skizzieren Sie den Verlauf von f(n) fiir verschiedene
Temperaturen 7" in drei Féllen: b > 0, b = 0 und b < 0, wobei

Begriinden Sie, dass ein Phaseniibergang 1. Ordnung auftreten kann.

(b) Berechnen Sie die kritische Temperatur 7,, bei der dieser Ubergang 1. Ordnung
stattfindet. Bestimmen Sie nidherungsweise 7(7) und ¢(7') in der Nihe von T..
Finden Sie die latente Warme des Ubergangs.

(¢) Berechnen Sie den kritischen Exponenten 3 in () o (T, — T)? fiir den Fall b = 0.



