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Formelsammlung

e Differenzial der inneren Energie: dE = T'dS — PdV + pudN

Thermodynamische Potentiale:

F=E-TS
H=E+PV
G=E-TS+PV
J=E-TS—uN

oF 08
Cx = (ﬁL—T(a—T)X

Warmekapazitaten:

Partielle Ableitungen:

Binomialkoeffizient:

(+)

Stirlings Formel: In(n!) ~ nlnn —n ~nlnn firn > 1

Definition Dichteoperator:

ﬁ:ZPT|\Pr><\DT|7 Pr207 ZPr:

r



Kurzfragen [25 Punkte]
1. Wir betrachten den Operator

p = ala)(al + Bla) (b] + 57 [b) {a| + a[b) (b] - (1)
Die Zustande |a) und |b) bilden ein Orthonormalsystem; a und 3 sind komplexe Zahlen.

(i) Welche Eigenschaften miissen v und f3 erfiillen, dass p ein Dichteoperator ist?
(i) Welche Eigenschaften miissen o und S erfiillen, damit / einen reinen Zustand be-
schreibt.
[10 Punkte]

2. Die Sackur-Tetrode Gleichung Ssack_Tetr.(E, N, V') beschreibt die Entropie eines idealen
Gases. Ein Gas besteht nun aus einer idealen Mischung zwei Teilchenarten A und B (beides
ebenfalls ideale Gase). Ein Student behauptet dass die Entropie dann laut der Sackur-
Tetrode Gleichung durch

SSack.-Tetr. (Egesamta Ngesamh ‘/gesamt) (2)

gegeben ist, wobei Ygesamt = Ya+Yp fiir Y = E, N, V. Ist die Aussage richtig oder falsch?
Warum?

[4 Punkte]
3. Was ist die verallgemeinerte Kraft zu einem duBeren Parameter Y;? [2 Punkte]

4. Betrachte den Zusammenhang zwischen freier Energie F'(T,V,N) und innere Energie
E(S,V,N). Erklare, warum F' und E von unterschiedlichen Parameter abhangen (das
heiBt T gegeniiber 5).

[3 Punkte]
5. Betrachtet das totale Differential dF' = GdX + HdY . Erklart warum
oG  O0H
oY ~ X G)
[3 Punkte]

6. Welche unterschiedlichen physikalische Systeme beschreibt das mikrokanonsiche, das ka-
nonische und das groBkanonische Ensemble?

[3 Punkte]



Frage 1: Carnot-Prozess mit van der Waals Gas [30 Punkte]

Wir betrachten den Carnot-Kreislauf mit folgenden Prozessschritten:
1: (P, V1, T1) — (P2, Vo, Ty): isotherme Expansion (d7" = 0),

2: (P, Vi, Ty) — (Ps, V3, T3): adiabatische Expansion (d@ = 0),
3: (Ps, V3, T3) — (Py, Vy, Ty): isotherme Kompression,
4: (Py, V4, Ty) — (P, V4, T)): adiabatische Kompression.
Als Arbeitssubstanz nehmen wir ein van der Waals Gas an, mit der Zustandsgleichung
RT a
P=———. 4
V—b V2 )

Allgemein gilt dann, dass die Warmekapazitat Cy unabhangig vom Volumen V' ist. Zusatzlich
nehmen wir an, dass Cy auch unabhangig von der Temperatur T sei, also eine Konstante
ist. Weiter soll zur Vereinfachung angenommen werden, dass die Stoffmenge wahrend des
Kreisprozesses konstant bleibt.

(a) Skizziere das PV-Diagramm des Prozesses. [5 Punkte]

(b) Verwende die allgemeine Beziehung
ag = cvar+ |7 (22 _plav (5)
oT ),

in Kombination mit Gl. (4), um einen Ausdruck fiir die Anderung der Warme zu finden,
mit 0Q) = dFE + PdV.

[5 Punkte]
(c) Zeige damit dass eine Adiabate durch
TV —b) = const. mit a=Cy/R (6)
beschrieben wird.
[5 Punkte]

(d) Betrachte nun den Carnot-Kreislauf. Berechne den Warmeiibertrag entlang der beiden
Isothermen unter Verwendung des Ergebnisses fiir 6@ aus (b).

[5 Punkte]

(e) Gib die allgemeine Definition des Wirkungsgrades einer Warmekraftmaschine an. Verwen-
de dann die Ergebnisse aus (c) und (d) um den Wirkungsgrad fiir die Carnot-Maschine
mit einem van der Waals Gas zu berechnen. Vergleiche das Ergebnis mit dem Fall eines
idealen Gases.

[10 Punkte]



Frage 2: Kanonische Zustandssumme [20 Punkte]

Wir betrachten die kanonische Zustandssumme Z = Y e 7% wobei 1/8 = kgT. Die
Mikrozustande r des Systems haben die Energien E.,.

(a) Zeige

OlnZ 10%°Z

E)=— d E?) =~
(B) = -5 un (B = 555 ™)
[5 Punkte]
(b) Zeige folgende Beziehung zwischen der Warmekapazitat Cy und der Schwankung der

Energie op:
0(FE
Op — k’BT\/ CV/]'CB s wobei CV = L . (8)
o Jnv

[5 Punkte]

(c) Wie verhélt sich die relative Schwankung der Energie, also o/ (E), in Abhangigkeit der
Teilchenzahl N7 Gib das qualitative Verhalten an und begriinde das Ergebnis. Hinweis:
Verwende das Verhalten von extensiven bzw. intensiven GroBen beziiglich V.

[5 Punkte]

(d) Wir betrachten ein System im thermodynamischen Gleichgewicht mit einem Warmebad
bei Temperatur 7. Nun betrachten wir den Fall, dass Energieniveaus entartet sind. Eine
gegebene Energie E(® sei Q(@-fach entartet, d.h., es gibt Q(®) Mikrozustinde, die alle
die gleiche Energie E(® haben. Ausgehend von der Wahrscheinlichkeitsverteilung des
kanonischen Ensembles zeige, dass die Wahrscheinlichkeit das System im Energieniveau
E(® zu finden durch

N I _gp@

gegeben ist, wobei wir die freie Energie des Niveaus a definieren durch F(® = E(®) —
TS,

[5 Punkte]



Frage 3: Das 1-dimensionale Ising-Modell [25 Punkte]

Wir betrachten ein einfaches Modell fiir einen Ferromagneten, das sogenannte 1-dimensionale
Ising-Modell. Das Modell besteht aus einer 1-dimensionale Spin-Kette mit NV + 1 Spins s; =
+1, wobei i € {1,..., N 4+ 1}. Benachbarte Spins treten in Wechselwirkung miteinander. Es
gebe kein externes magnetisches Feld. Dann ist die Energie

N
E= —eZsisiH = —en. (10)
i=1

Die Konstante € beschreibt die Starke der Wechselwirkung.

(a) Wir definieren die Variablen o; = s;s,41. Diese bestimmen, ob Nachbarspins parallel oder
antiparallel sind. Betrachte nun die Anzahl n, und n_ der positiven bzw. negativen o;'s.
Verwende den Zusammenhang zwischen n,n_ und n aus Gl. (10) und zeige, dass die
Anzahl aller Mikrozustande gegeben ist durch

2

Q(E,N) = 2<N]Yn> . (11)

[6 Punkte]

(b) Zeige dass fiir die Entropie gilt:
N
S/kp ~ -5 (I1+2)In(l4+2)+ (1 —2)In(l —2)]+ (N +1)In2, (12)

wobei x = n/N. Hinweis: verwende N,n > 1.

[8 Punkte]
(c) Unter Verwendung von Gl. (12) leite den folgenden Zusammenhang zwischen n und T'
her
n:NtanthLT. (13)
Hinweis: verwende die ldentitat
1
2 artanh(y) = In Ty (14)
-y
[5 Punkte]

(d) Betrachte das Verhalten der Energie E im Limes 7' — oo und 7' — 0. Was bedeutet das
Ergebnis fiir die Orientierung der Spins in diesen beiden Fallen?

[6 Punkte]



